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3ut lUat^cmatit unb 0lftrotiotitie 

finb bisset erf(^ienen: 
<[infüitunq In bit ^at^emotlf • 

im XtßL (dt.S03.) 

^^of^cnMtifilK Jov»tIf<nmnltiiit« $Ui Wic^efMBtt4l«te<^ bcc (Elemeniaiiiial^attt. TSm 
Pwf. Dr. e,0at9hL I. O^cil^mctie unb O^Iaebto. II. Omnctcic. 03b. 646/47.) 

2 9Stibc I. Xd(: Die 9l«^ttuii||MYtefu <BId<bmiecii ccflai <Bfabe« mit cituf usb me^tttea 
Unbctaniiteiu <&(ci<btt»a<a laxiten Gmbcf. 7. Anfi. 'Slit 9 jignrai im XtfL (db. 120.) 
IL Xdl: C^lei^unaou Jlcitbmdif^ nnb gcomctiif^e JUi^. Q^n^tsfin§t imb Renten« 
ct4)ttuii9. JCompIejK 3ablM« Stnomifc^ct £ebcfa^ S.^^ufl. 7Rit2] XejrifitttKfi. 05b. 205.) 

bcifpifldu OSon dn«. Dr. phil. 0. 9oieo. O^b. 739.) 

Cteffi^finia In fti< Suff nitcf imalvMlMMig« 1)«iPwf.Dr.Q>.lCpo<Iev«tL a^Mt^ 
Mf«(te ^ufl. TRH 16 jiouKiL O^b. 197.) 

t>i^tuntialxHbmmg imtet 9(ffi<(fi(bflattiid bct pmttif^ai Slnoenbitiig in bct XecM^ 
mit labiKicben odfpidcn. anb ^ufooben oeq«b«ii. t^w 6tiibi(niat Dr. 'Stfiiiibom. 
9. Jlttff. TRit 4S jiguten nnb )6l Aufgaben, (db. 967.) 

8titcov«fart4iiiftig natet 8enitffl<bti9nng ber i»f«ftif4)ctt Anmenbung in bet SCe^att mit 
iab(cd(b«n ^cifpielen nnb Anfgaben ocffe^en« Q3mi 6tttbiemat Dr. TR. £inbov. 2. Aofl. 
TRit 49 jiguien im Scjtt nnb 200 Aufgaben* O^b. 679.) 
eifHnntMqltUbnuqtm, ton 6tnbiemat Dr. TR. £inbov. (9b. S69.) 
*(Umß^tnnq in die ^cftectM^mtn«. T3on ptof.Dr. j.Oung. (9b. 666.) 
SUmfwOmiiU^ JM^nm fum GeKf tanltrrld^t. T3on6tubicafat Jt. D ti I (. (9b. 794.) 

06OIII((fl€* 

PUmlmctvf c ittM CMHtetiliKcU^t '8Mi®e^€tubiettiatp.Cf«n6> 9*9ln|l. TRII 
94 ligttitn im Xcjrt. (9b. 940.) 

€b<nc SritMianMtrte }um 9HbiUmUttU^t TSra ®e(. Ctabiennl p. C r«n|. 91. AafL 
7RH so jigufcn im Xcjit. (9b. 491.) 

CpHv<f4^ Xvfgonomtttlc nun e^UmUnU^U Tlon Oc^ 6tttbf(aMl p. Ct«n6. 

TRU 27 jigttien im Sejrt. (9b. 605.) 

JUuAffUi^ Oc6ni«tcic der Cbcn« inni 0fIbftattterrit(t '9mi Oc^ €cnbiauat 

p. Ccanb. 2. AufiL TRit SS ligutcn im Xe]it. (9b. 504.) 

dttffi^ntng in Mt 6nrfttll<adc Ocomelrif. TJon piof. p* 9. jf fi^et. TSli 59|i6. 

im Sejrt. (^b. 541.) 

Prof tif(^ «nt^onnttt* «DattPfof.Dr.Xllettenbofff. 2 9b(. L Sett: ®M9b<f<bc 
Dacftdiungen. 'OcffiifiK» TUAncn. Da« JM^nm mit Sabeilen. 7R«<b«ttif<b« OI«<ben(ilf<« 
mittel. Aaufm. Xc<baett im tflgl. Seben. V^^^^ttnlid^MHu^uun^ 2«, «etbeffertc Auflage. 
TRit 29 Jigucea unb I Xafel. (9b. 94}.) II. Seit: <S>c«mctiiid>ci 3ci<^ncn, pmlcftiraf« 
lebte, ^Mcbenmeffung, ICStpecmeffung. TRit 199 ^igniea* (9b. 526.) 
f>ic 9lct^«mMJf<^ii«n an6 Oa« Vtalf^intwct^utm* iion 9Ugicraag««at Dipl.«9ag. 
iC£en>. TRit 49 Abbilbungctt. (9b. 490.) 

•«•mttrifi^ 3d4»tttn« TJon atab. 3ei^b<iile^fn ^ 6(^abcf«t6* ^Bll 178 Abb. 
im Xtft unb auf }2 Safein. (9b. 566.) 

Pr^ftf ff on^U^re. Die itAlvinnige pamRcfpf»f<ftimi nnb l^ie Anmenbung auf bie Doi» 
fkeilnng te(bnif<b«t ^bllbe nebU einem Anbang fibet bie fAfefvinflige PotallelpiojcrtiM in 
hxqtt lei^tfaf^li«^ DatHeUung fiif ^elb^nteni^t nnb €kbnlacbittu<b* 'Bon olab. 9ci<b<n« 
lebiei A. 6(bubeiae6. TRit 206 Abbilbungen im Xeirt. (9b. 564.) 

f>f c Omndffigc 66r Ptrf ptf tfnc ncbf t An9cn5«nf «n, TSm Prof. Dr. IL D o e ( I c« 
mann. 2. AufL TRtt 91 ^ucen nnb II Abbabungen. (9b.5f6).) 

AHa^ 14: TRtt^emattt a. AfHMMmic IX. 81. 
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AiidetiHiii6te ^Qatl^ttiioUf • 

Oron^if^» TtC^iwii. T^on pwf. O. P < 9 1 f^. TBitt64 Si^ im Seit (9b. 709.) 
f>i( flvap^if«^ f>orf telfunfl. ®ii« Mqtmtimt^anbti^ but^ >o^(rri(^c Bdfiii«(e auf 
allen ^eWrtöi 5«r Wiffcnf^of ( unb pMfff «tlSvtecK (taffibrana <> bm Ginn mib Öcbiaikb 
bcf TlUtbobc. Q3mi QoM pcof. Dr. |. n n e < b a <b. 2. SlvfL THU 1 39 jf«. im Xcjct. (9b. 437.) 
9lla0t unb mcffcii« '^en Dr. m^lotf. 70^-94 iRbbilbimom. (9b. 395.) 
9tottttt. ')3oii DiKttot Dr. 0. TS 9(1 ct. 8. Anfl. TttU 64 giqutm im Sort nnb i 6ec» 
eactt. (9b.25S.) 

9<r»effati§«> niid üarftofniidt. 6 9Snbc Ocbcr 9aiib mit ^Ibbifbaiiactt. 
'^I. 9b. C!^f»otapblf<be OttsbefHmmttitg. Von ptof. 64nonbei. (9b. 606.) '*'II. 9b* Ccb« 
m«ffttn0. 1)on piof. Dr. 0»». ^ooci t. (9b. 607.) III. 9b. Di« £attbmeffun0. '9on <!>(^ 
jifum^mt ^. 6tt(toa». TRit 69 d<<(bnoAoen im Xcjrt. (9b. 6oa.) IV. 9b. AufglcUbuna«* 
ct<btittn0 na<b bcf Ontlbobc bct fleinileii Qnabcate. I^o« ®eb. 3lc0>3Utt pcof. <£.Oe0cmaiiii. 
QRil 1 1 $i0nten im XejEt. (9b. 609.) V. 9b. Pboio0fammdcie ((Einfa4>c 6tetco« unb 
finftpbotogiammetf ie). 'Don t>ip(.«9no. Qefmanii£itf(b<c. TRit 74 ^i0uf en im Xcjct unb 
onf 8 Safein. (9b. 6)2.) VI.9b. Karntttunbe. 73on jinonnat Dt. 9n0. Jt Cactec 
I. €infubntn0 in bos Kattennetiklttbnif. THit 49 ^bilbnn0ett im %tjßt. *lh Jtattcn« 
^cfkellnno. (£anbeMttfnabme.) (9b. 6)0/6)).) 

Ktat^tmatif^t Spiele. 

'müf^mnaÜi^ ^PM^ '^^n Dr. ^ Abf («*• 4., eetbeffcrte Aaft. THit I Xitelbttb 
nnb 74 |i0niett. (ob. )70.) 

f>M C^a^fpicl und fdnc f(r«ftgif^l^ PrtofipUn. TJon Dr. TR. ean0e. TRit 
ben 9ilbn.&£a«tet« u.p.TRocpbb«> > 6<ba<bbiettafe( n. 43 Diagrammen. S.O^afL (9b. 28).) 

Tlatiumiffciif^ffc», TOof^cmatif und THedfiln im flaffffd^ illfffrtHni. 'Don 
Pcof. Dr. Oob* £. 0<<^«t9* 2. AufL TRtt 2 Jignien. (9b. 370.) 

«Die TlatavwHffnfd^fcn im TlUtitiattcr nnO im Sdfaltcr dt« tDitdfrtnMM^cn« 
der TOif f cnfilHif ten. T^en Diteftm Dr. ^Danncmann. (9b. 695.) 

*fHcTlah»mif fcnf^ofttn in Occ TIcnidl. Tlon DitettM Dr. j. D a n n e m a n n. (9b. 696.) 

Jlftvotiomle und inftvolo^le. 

f><c 9mi de« 10clfall«. Tlon Pc9f.Dr.0.64eiaec. S. Aufl. 9eatbdtet pon Pcof. 
Dr. P. ® u t b n i it. TRit 26 giQmtn im %tßt. (9b. 24.) 

Cntftc^nna bn TDcIt und bn Cvdc no^ Sage nnb ^iffenf^ft. T3on ®eb. TU* 
0ienin0«mt Pcof. Dr. TR. 9.T0einÜein. 3.^ttfL (9b. 223.) 

tBcltatttcrgong in 6a0c nnb Ißiffenfd^ft. T^on Pvof. Dr. it 3U0l<c* anb Ptof. Dr. 
6.0ppenbeim (9b. 720.) 

f>a« nftvonomif«^ TDcIfIbild im TOanbei bet 3eit. T^on pcof. Dr. €1. Oppenheim. 

I. SeU: T)om. Altettnm bio ynt Tten^eit. 3. lAnflagc. TRit )9 3U^i(bttn0en. (9b. 444.) 

II. Seil. TRobctne »fttonomie. 2.3)ttfIa0C. TRtt9 ji0ttten im Se^tunb ) Safel. (9b. 445.) 
illftronomic in ibtcc Scdcutung ffir bw praCfifd^c £cbcn« Tlon Ptofeffoc Dr. 
91. TRaccufe. 2. Aufl. TRit 26 !Abbi(bttn0en. (9b. 376.) 

9ic 6onnt. T3on Dr. A. Ktanfe. TRit 64 Abbi(bttn0en. (9b. 357.) 
f><« TOond. T3on Ptof. Dr. 0•Stan^ TRit 34 ^bbilbnn0en. 2. AnfL (9b. 90.) 
f>ic piancttn. Von ptof. Dr. 9. Pete c TRit ) 6 |{0ttcen« 2. AnfL oon Obfeco. Dr. 
^.Tlaumattn. (9b. 240.) 

Occ üalcndcr. T3on Ptof.Dr. TB. $.tDif (iccnno. 2.AttfL (9b. 69.) 
0t<tnalanb< nnb Ctevnbcnfuno. Di« ®ef<bi<bte mb boo TDefen bet Aütologie. 
Untet 'mitoittun0 oon ®e^. Tlat Ptof. Dr. C 9eioib batgeftellt oon ®e^ Qofcot ptof. 
Dr. Itony 9oII. 2. Aufl. TRit ) etttneatte nnb 20 Jlbbilbungen. (9b. 636.) 

CinfÜ^nin« in bit tBcittrtnnbf. T3on Ptof. Dr. & TD e bct. 3. AnfL TRit 26 
nbbUbttn0en im Sort nnb 3 Sofeln. (9b. 55.) 

ttttf <c Wtttn, Cinffi^timg in bit itUnuitoI^if ^ftttfAUmde nn bn ^tmb ora 
Wtttnttattnu T3on Dr. TLQcanio. 2.AttfL TRit 46 Jlbb. im Sc]tt (9b. 3490 

Die mit* h^jtl^ntUn u. n>eUete Sfinbe 6efin5en \i^ in 73o((. 
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'' ^ Oorwort 

Die in ber Sammlung „Hu$ natur nnb SeiftestDelt" etf(!^ienenen 
B&nbe Ober Differential« unb Integralrechnung erforberten einen 
I flbfc^Iug, ber ^ier gegeben tpirb. (Es mußte nac^getoiefen toerben, roie 
getoiffe Kuroengleii^ungen, 3. B. bie ber elaftif^en £inte, ber Ketten^ 
linie ober ber gebömpften Sc^toingungen, abgeleitet toerben, toie man 
3U bem Begriff bes OirSg^eitsmomentes lommt uff. 3eber, ber fi(^ 
in natunoiffenfc^aftli^e 6ebiete vertiefen a)ill, mug bie toic^tigften 
I niet^oben jur £dfung t)on Differentialglei^ungen unbebingt be^err» 
f(^en, mag er fi^ ben Problemen ber Ittec^anil, ber Cleftrotec^nil, 
ber mobemen d^emie ober irgenbeines anbem (Bebietes 3UQ)enben, 
bas fc^on bie Dormat^ematif^e periobe übertx>unben ^ai IDesroegen 
biefe Bel^anblungstoeife au(^ ben „reinen" ITlat^ematiler f örbert, ^abe 
. i(^ in bem Dorioort 3U meiner „3ntegralrec^nung" f^on gefagt. 
r XDie in bm beiben anbem Bänben ^abe ic^ perfu^t, aus ber 

\.^ / ungeheuren 5fiQ^ ^^^ Stoffes nur bas roefentlic^fte 3U bringen, bas 
" ;v- ab^r bur^ Aufgaben unb Beifpiele 3U vertiefen. 3mmer^in bürfte 
\'^ es fflr ben naturroiffenft^aftler unb ben 3ngenieur im allgemeinen ge* 
I nügen — nur bie partiellen Differentialgleichungen mußten fehlen — 
(^ unb bem tlTat^ematiter eine 6runblage fiir bas Stubium umfangreiche- 
rrs ter IDerle geben. Heu ift bie ftarie Betonung ber numerif^en tta^e* 
\ rungsmet^oben« Den Diff erentialglei^ungen, bie nac^ ben allgemeinen 
>inet^oben ni^t be^anbelt toerben lönnen, fte]^tni(^tnurber3ngenieur, 
^ f onbem au<^ ber tltat^ematiler gan3 hilflos gegenfiber, toeil bie £e^r« 
Jbäc^er laum jemals etroas barüber bringen. Unb boc^ ift es eigetttlid^ 
ein red^t tlagli(^es (Seffl^I, bei prattif^enllotiDenbigleitenDon mat^e» 
matifd^en Sufdlligteiten ab3U^öngen. 

Durc^ bie (Einführung ber Qi)perbeIfunftionen f onnte bie DarfteÜung 
toefentlic^ oereinf a(^t toerben. Sie werben in ber Heuauflage meiner 
Bönbc^en über Differential« unb 3ntegralre(i^nung be^anbelttoerben; 
bis 3u beren Srf^einen toolle man ettoa bie „fjüte" yx Rate jie^en. 
Qinweife auf jene Bfi^er finb burc^ „D." unb „3." gegeben. 
Qerm Q. (5üttges in ®plaben, ber aud^ biesmal mit groger Sorg« 
f alt ben OCe^t bur^gefe^en ^at, fpre^e i(^ ^ier nod^mals meinen ^er3« 
Ii<^ften DanI aus. 

möge bas Bücä^Iein ba3U beitragen, Itaturerlenntnis unb Itatur« 
be^errfci^ung 3U f5rbem. 

IKünfter l ID., September 1 92 1 . IR. tinfrom. 



1. KiODeitf^ateit iiii^ üiffeteittialglei^tiitdeti ... 5 

X)ie(Entfte^un9em.Kuroenf<!^ar.€nDeIoppen.BeifpieIeu. Hufgaben. 
Dorftellung einer Kuroenf^ar öur^ eine Diffeventiolglei^ttng. 
IMeii^anif^e Beöeutung 6et Differentialgleichungen. (Einteilung. 

II. Diffetentialglei^ungen erfter Otdnnitg: nrnttittelbate 3nte« 
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IV. (Srap^if^ tlci^eriingsmef^obett 42> 
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Die 9rq)^lf(i^e DorfteÜung öcr (Biegung ff = ~ ift eine öollig bc^ 

ftimmte gleiii^feitlgc ^tjperbcl (D.S. 47), töir ^abcn es mit einem 

fpesieflen Sali ber (Blei^ung ff =.— 3« tun (a = 2). £egen töir a 

etma bie tDerte 1 , 2, 3, 4 • • • bei, fo betommen toir eine ganse Rei^e 
gleic^feitiger Qi)perbeln, itnb erteilen toir a alle mögli^en tDerte, fo 
entfielt eine S d^ a r Don I}t}perbeln, beren 3nbit)U)uen ftetig auf einanber« 
folgen unb ben il^nen jugönglii^en (Ceti ber Seic^enebene Ifidenlos be^ 
betfen. (5ig. 1.) 

Die Sttftanbsgleic^ung ber <Bafe lautet pv^RT. Darin be« 
beutet p btti Drud, v hos Dolumen unb T bie abfolute tCemperatur; 
man erhält 7, inbem man bie am tC^ermometer abgelefenen (Celfius« 
grabe um 273 ® perme^rt. R ift eine Konftante, bie burc^ ben Anfangs* 
3Uftanb beftimmt loirb. Qaben toir anfangs ein Dolumen oon I £iter, 
btn Drudt einer fltmofp^are unb bie Temperatur f == 0^ alfo 7= 273^ 
^^ fo ift 1 . 1 = Ä . 273, alfo 

/? = ===• Beiifotl^ermerKom» 




273 



5lfl.l. 



preffion ober (Ejpanfion ift R T 
bauernb glei(!^ 1, jioif^en 
Drud unb Dolumen befte^t 
bie6e3ie^ungpv=l. QirSgt 
man auf ber Abfsiffenad^f e bie 
IDerte oon v, auf ber (Drbina« 
tena(!^fe bie oon p ab, fo 
liefert bie Seic^nung eine 
glei(!^feitige Qt)perbeL XDenn 
ber Derfu(!^ aber ni^t bei 0^ 
fonbem bei einer beftimmten 
Y^ QCemperatur i^ ausgeführt 
toirb, fo lautet unfere (blei^ 



6 I. Kuroenfd^aTen unb Differeniialgle^ungen 

(!^ung pv "= 273 ^^'^^ "^ ^^' ^^^ 9rq)^if(!^e Darftellung gibt eine anbete 

gleic^feittge ^i)perbeL Dur(!^ Variation ber Q^emperatur änbert fic^ 
bie redete Seite ber (BIei(^ung, toelc^e ^ier urfptfingli(^ gleich 1 
war; es quillt aus ber urfprfingH(!^en Kuroe eine ganse Uuroenfc^ar 
heraus. 

,Der belannte Derfuc^, bie Kraftlinien eines Iltagneten auf einem 
Blatt Papier burc^ (Eifenf eilf pane f ic^tbar ju ma^en, stoingt bie ttatur 
baju, Dor unferen Augen eine Kun)enf(^ar entfte^en ju laffen, o^ne 
uns mit ber Iltfi^e ber Recl^nung 3u belaften; bie farbenpräd^tigen 
Bilber, bie toir im Polarifationsapparat betounbern, toerben burd^ 
Kuroenfc^aren gebilbet. 

Qeifpiel l. (Ein Punft P ^abe x>on einer 6eraben AX ben !on' 
ftanten Abftanb m. ITlan sie^e Don i^m aus eine beliebige anbere 
(Berabe, tuelci^e bie erfte in S fc^neibe unb errid^te auf PS inS bie 
Senlre(!^te ST. ITlan laffe S auf ilJT wanbem unb ermittle bie 
(BIei(!^ung ber (Berabenf ^ar, toeld^e oon bm Sentred^ten gebilbet voixb. 

(5i9. 2.) 

AX fei bie Abfsiffenad^fe, bie Orbinatenad^fe oy toerbe fo gelegt, 
ba% fie burd^ P ge^e. OS fei gleid^ c. Die (Bleid^ung einer (Beraben 

if t (D. S. 1 6) y=xiga + b; tg a = - ; aus bem red^ttointligen Drei» 

ei PUS folgt, ba6 m'b=^c^ ift, alfo Fi 

t = - . Da & aber auf bem negativen 

Oieil ber (Drbinatena^fe liegt, fo mug 
man bief em AusbrudC bas negcdioe Vor* 
Seid^en geben; ^ ^, 



Ttl" Ttl ^t 

Die Seid^nung le^rt, bag 
unfere (Berabenfd^ar nic^t bie ganse 
(Ebene erf fillt, fonbem nur ein (bebtet, 
loeld^es oon bem Reft burd^ eine Kuroe 2r 
abgegrenst wirb. Ä^nli^ oer^filt es 
fid^, toenn man bie £i^tftra^Ien einer 
£ampe auf ein gebogenes Sta^Ißneal 
fallen läßt, mit bem man eine Kuroe 
auf einer weißen Jlfid^e oerfolgt; bie ü 




^ 
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Qd^tftra^Ien treffen bie fpiegeinbe Obetf I&^e, toeröen reflettiett unb 
oerbreiten fic^ auf ber PopierflSd^e fo, bog ber ^elle Seil oon bem 
bunleln burd) eine beutlic^ ausgeprägte ,,6tennlinie'' getrennt ift 

Derartige bei einer Kuroen« ober (Berabenfc^or auftretenbe £inien 
nennt man Um^flllungslinien ober Cnoeloppen. tDie bieOc^t* 
ftärie ber Brennlinie betoeift, empfangt jeber i^rer puntte oon me^re« 
ren reflettierten Strahlen fein £ic^t, allgemein gehört jeber Puntt 
einer (Enoeloppe minbeftens 3n)ei Kuroen ber gegebenen 
Sdiax an, bie fic^ nurtoenig ooneinanber unterf(!^eiben. 

Beifpiel 2. IDel^e (Bleid^ung ^at bie (Enoeloppe ber in Beifpiel 1 be» 
l^anbelten (berabenfd^ar? (Es fei Ci ein toenig grdger als c, bann genfi« 
gen bie Koorbinaten x, y eines punttes ber gefuc^ten Kuroe gleid^seitig 
ben (Bleic^ungen c c^ c, c* 

1/=— JC 9 1/= — jc — -^ 

° m m " m m 

unb allen anberen (blei(^ungen, bie fi^ aus i^nen ableiten laffen. (Es 
liegt ^ier na^e, jur Oereinf ad^ung bie Differens 3U bilben. 

= ^_£f?_(£L!_£!)==i?(c^_e)-l(c,«-c*) 

m m \m mj m^^ ' m^ * ' 

(Ein probult lann nur bann oerf^n)inben, roenn minbeftens ein 
Sattor gleich tlull ift Da c^ t)on c t)erf(^ieben fein foll, fo mug 

X 1 

- — jj^ (ci + c) = fein, alfo jc = Pi + c £affen toir c^ immer 

n)eniger Don c oerfc^ieben fein, fo nähert f i^ x unbegrenjt bem IDerte 
JC = 2 c. Dies ift bie Abf jif fe bes Sc^nittpunltes jiDeier Ila^bargeraben 

unferer Scbar, bie ©rbinate wirb |i=-jc — - = -^ — - = ~. Um 
uns Don ber XDitSfir bes tDertes c 3U befreien, eliminieren roir biefe 
(Brö^e aus btn legten (Blei^ungen: ^ = f »* i/ = (f ) == ^ * ^^^ 
S(!^Iu6 lönnen vsAx no(^ ^m^a fe^en, bann gilt für alle S(!^nittpuntte 

JC* 

-»ier unenblic^ na^er 6eraben bie Besie^ung |^ = — Dies ift bie 

ei(^ung ber (Enoeloppe; toir erlennen, hcSi fie eine Parabel ift 
S. 16). Dag unfer (Ergebnis ri(i^ttg ift, lehren bie Bemertungen 
r bie Um^fillungsf onftruttion biefer Kuroe; nur finb roir ^ier htn 

»^ele^rten tDe^ gegangen, ba toir in bem betreffenben Kapitel h^ 



8 I. Kuroenf<^oren unö Differentiolgleiil^ttngen 

Difterentialred^nung bie Kutoe, ^ier öle (Betabenfd^ar als gegeben 
oorausfe^ten. 

Die eben angefteüten Betrachtungen laffen fid^ leidet oerallgenteinem. 
^ f^i fix, g,c) = öie (Biegung einer Kuroenf(!^ar, öeren einjelne 
3nMt)i5uen erl^alten toeröen, «Denn man bent Parameter c öie oer* 
f^ieöenften IDerte beilegt Unfere Aufgabe ift es, öen S^nittpuntt 
3Q>eier tlac^barlurDen 3u ermitteln, i^re (toenig t)oneinanöer oer« 
f^ieöenen) Parameter feien c unö Ci. Die Kooröinaten öes gefüllten 
Punttes muffen öen (Bleiij^ungen genfigen 

fix, y, c) = unö fix, y, Ci) == 0; alfo au<^ öer öurc!^ Sub- 
traftion erhaltenen (Bleic^ung fix,y,Ci)'-fix,y,c)='0; ebenfoift 
f(x,y,c,)^f(x,y,c) ^ q. ^j^ ^^gj^^ ^ (Bren3fan (ffir swei unenö. 

VOt nalit Kuroen) ^^%'^'^^ = 0. Die «rSße c ift ffir öie einselne 

Kuroe tonftant, ffir öie Kuroenf^ar oariabel, alfo lann f na^ i^r 
« öiff erenttiert noeröen. Da x unö y fic^ bei öief er Operation ni(!^t finöern, 

fo ift öie Differentiation partiell Hus /"= unö ^=0 lann man 

X unö y bered^nen unö er^&It fo öie Kooröinaten öes punttes, in 
toelii^em öie Kuroe f ix, y, c)=^0 oon öer bena^barten gefd^nitten 
wixb. (Eliminiert man aber ftatt öeffen aus öen beiöen (Blei^ungen 
öen Parameter c, fo erhält man eine Bejie^ung jtoifil^en x unö y, 
toelc^e ffir alle Sc^nittpuntte gilt, toeld^en XDert auc^ c l^aben mag, 
unö öiefe Besie^ung ftellt öie ffileid^ung öer (Enoeloppe öar. 

Beifpiel 8. (Ein Sefd^fit ift in ^orisontaler unö Dertitaler Richtung be* 
liebig örel^bar« Dieinfinöungsgef(^a)inö{g!eitöes(Befc^offe$iftt;om/sec. 
tDeld^e Punfte öes Raumes finö i^m erreichbar, toeld^e por i^m fi(!^er? 

IDir nehmen junac^ft an, öas (bef^fi^ro^r fei nur oertital öre^« 
bar. Bilöet öie Seelenad^fe mit öer f^orisontalen öen IDinlel a, fo ift 
unter Demad^Iöffigung öes £ufttDiöerftanöes 
x^Voicoscc; y^^—^^g t^+ Votsina (Ableitung in Beifpiel 44) 
flf = 9,81 m/sec*. Die Slugba^n erpit man öurc^ (Elimincition öer 

(BrSße (; es ift naii öer erften ®Iei(i^ung t= ^ cos« ' ^^^ "^^ ^^ 
jtoeiten l gx* x ^ ^ 

9 = xtga-f -T^- 



^' 



(Enoeloppen. Sic^er^eitsporabel ' 9 

(Bibt man Vq einen beftimmten XDert, legt a 6er Rei^e nait die 
mSgli^en XDerte oon bis 90^ bei nnb 3ei(^net öie KutDen, fo er- 
halt man eine Sc^ar oon Parabeln, öie aber nur einen beftimmten 
(Eeil bir 3ei(^enebene erfüllen unb gegen öen Reft bur^ eine €noeIoppe 
abgegrenjt toerben. Diefe gilt es 3U ermitteln; a ift ber Parameter. 
Ulan ^at bie <51ei<j^ungen 

(a) ff = *tg«-|-^ unb (1^ = 0) 



(b) 



gx* 2sina 



cos'a 2i>o* cos'a 



Aus (b) folgt 



O = jccosa — ^-^sina, ba^er 



v^ 



(c) tg a = — • Semer ift ^^^ , 

\w ^ gx ^ ' COS'cc 

in unferm Soll 



-=- = — — 4 = tff^a + 1, alfo 



COS'a 



(d): 



= 1 + 



i>. 



Se%t man (c) un6 (d) in (a) ein, fo etgibt 



^, dfo ift öie ge. 



cos'a * ' g^x* 

fu^te Ba^ngleic^ung 

(®) ^ = ^*-^„biefogenannteSi^erI|eitsparabeL (5i9.3.) 

3ft bie Cafette bre^bar, fo erjeugt bie ©efamt^eit ber Sic^er^eits- 
parabeln ein Rotationsparaboloib. Der innere Ranm ift burc^ bie 
(Sefc^offe gefa^rbet, ber äugere oor i^nen fieser. 

3ur Probe fe^en toir in ber (BIei(^ung ber Sid^er^eitsparabel jc = 0, 
fu^en alfo ben puntt ber Kuroe auf, roel^er fenfired^t fiber bem (Be* 

f(!^ü^e Hegt. Rlan erhält y^^- Diefe (Brö^e lommt genau ber 

^g 

nia;imäl^5^e eines fentreij^t nad^ oben mit ber (Befd^roinbigteit Vo ge« 
fc^Ieuberten Körpers gleid^. 



mac^t man ^=^0, fo ift jc» = |j; jc=±^ 




5i9.3. 



Der puntt, in bem 
bie Sid^er« 
^eitspara« 
bei bie Qo» 
rijontale 
trifft, ^at 
oom (Be« 
fd^fitt bie 



^r:j* 
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(Entfernung 6er größten tDurftoeite; fie roirb errei(^t, toenn a » 45^ 
getD&^It roirb. 

Didlei(!^t no(!^ onfd^auliii^er unb babei friebli(!^er toitb bas Bilb, 
toenn toir an eine Dorrid^tung sunt Befprengen bes Rafens beulen. 
Das IDaffer trete aus einer unter Drud fte^enben £eitung in eine Qo^t 
htgel, bereu IDanbung bur(i^ oiele über bie Oberflfid^e »erteilte Zoifix 
brxxdiibofftt ift Da fic^ bie ^erausftrömenben S^uffigf eitsteilc^en un« 
mittelbar folgen, fo entftrSmt jeber Öffnung eine Parabel; alle biefe 
5Iflffi9{^U^&ben liegen im 3nnern eines Rotationsparaboloibs. Iltan 
miljlU ffir Vq einen beliebigen einigermaßen paffenben 3a^Iena)ert unb 
jeic^ne bie Kuroen, roelc^e btn VOinUln a ^ 0^ 30^ 45^ 60^ 70^ 
80^ 90*^ entfprec^en. 

1. Die (Blei^ung pv^RT=:^^T= 1 + ^t gilt nur für r>olU 
lommene (Bafe. 3ft aber ber Drud groß unb bie Qiemperatur tief, 
fo nSl^ert \idi bas Der^alten ber (Bafe bem ber Dampfe. Diefe ZaU 
fa^e n)urbe t)onr oan ber tDaals in bie 5ormeI gebrat!^: 

ntan 3ei(^ne oerfi^iebene Kuroen ber S^ar, bie bur^ Variation 
bes Parameters i geu>onnen roirb, Dor allem bie Kuroe ber tritif^en 
Temperatur. (Es ift 

Stoff a b Kritif^e 

^^ (CemperatuT 

IDafferftoff ~0 0,00069 -241 

Ko^Ienbio£i}b 0,00874 0,0023 + 31 

£uft 0,0037 0,0026 

Sttdopibul 0,00742 0,0019 + 36 

ät^tilen. 0,00786 0,00224 +10 

2. ^at bie ^ijperbelfci^ar jc^ — a*==0 eine (Enoeloppe? 

(x — aV 
8. (Es foU bie (Enoeloppe ber Kuroenf^ar y = ^, beftimmt 

werben, roenn a ein Parameter unb m eine Uonftante ift 
4. Auf ber Abfsiffenac^fe trägt man oom Anfangspuntt aus 

Stild c ab, auf ber Orbinatena^fe bas Stfld -• ntan Derbinbet 

€nbpunlte unb u)ieber^oIt bie Uonftruftion mit fe^r oerfd^iebt^K 
TPerten pon c. Qat bie (berabenfc^ar eine (Enoeloppe? 




aufgaben 1 1 

6. (Eine Strede oon ber Zäxtit l 
mixb fo betoegt, bag i^r eines (Enöe 
auf ber Hbfsiffen^ bas anbete auf 
ber ®rbinatena^fe gleitet. IDel^e 
KuTDe unt^fiUt bie fo erjeugte 
(Berabenf^ar? 

SeifpieU. Um ben ntittelpuntt 
eines Koorbinatenft)ftems fei ein 
Kreis mit bem Rabius a bef (^rieben; 

— 3ß- um einen punlt P auf 

feinerperip^erieeinjwei- 

ter Kreis, beffen Rabius bie £änge bes 

Bogens AP ^at. Sfi^rt man bie Konftrut« 

tion für leben puntt ber Peripherie aus, 

fo entfielt eineKreisfd^ar; toeld^elEnDeloppe 

^atfie? (5ig.4.) 

^ Die Koorbinaten »on P finb a cos q> 

^ ' unb asin9>; ein beliebiger Punlt Q auf 

bem jtDeiten Kreife ^abe bie Abfjiffe x unb bie (Drbinate y. Dann 

ift bie (BIei<^ung biefes 3n)eiten Kreifes, toie fi(!^ aus bem DreiedE 

PQR ergibt ^^^ 

(1) {x- a cos (py+ig — a sin 9)* = AP = a*^'. 
I>ie Differentiation nad) bem Parameter 9 ISgt bie SIei(!^ung 

(2) 2a sin g) (x — a cos g>) — 2a cos 9 (|^ — a sin q>) = 2a* tp 

entfte^en. hieraus toirb 2 ax sin 9 — 2 a' sin 9 cos 9 
— 2a|^cos9> + 2a'sin9>cos9>=2a'9>, ober vereinfacht 

(3) xs\ng>--y cos q> = ag>. 

Den fo erhaltenen IDert t)on atp fe^en oir in (1) ein 

jc* — 2 a X cos g> + a* cos' 9 + ^* — 2 a ^ sin 9 + a* sin' g) = 

x'sin' (p + y* cos* <p — 2jc^ sin 9 cos 9; 

jc' (1 — sin* g>) + y* (l — cos* g>) + 2xy sin 9 cos 9 + 

+ a* (sin*9 + cos* g)) — 2a x cos g) — 2a^ sin g) = 0. 

w-z^en ber Besie^ung sin* g> + cos* 9=1 ge^t biefer AusbrucI über in 

* cos* g> + y* sin* g) + a* + 2jc2^sing> cos g> — 2ax cos g> — 

— 2a2^sing> = 
[xcos g> + i/sing) — a]* = 0. 
(Bleid^ungen (1) unb (2) tSnnen alfo erfe^t toerben burc^ 
jc sin g> — 9 cos g? = agj .| sin g> | — cos g> 
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(4) X cos 9 + 1^ sin 9 = a | cos 9 1 sin 9 
Iltult{pl{3{ert man fie mit öen ongef^tiebenen Sc^^toten unb oööiett 
fie, fp erpU man enöHc^ 

(5) jc = a cos 9 + ag> sin 9 

(6) ir = fl sin g? — 09 cos 9. 

Die (Enoeloppe ift eine Krei$et)oIt)ente (D.S. 56). 

Beifpiel 6. 3n ber (Bleid^ung 6et geöämpften S^toingungen 
^ = fl«^** sin ex foH sin ex önr^ sin (ca^ + cÄ) erfe^t werben. 
IDe^e (Enoeloppe ^at öie Kuroenfci^ar, öie öur(!^ Dariation bes para« 
meters ft entftel^t? 

Dnrc!^ Differentiation 6er (Blei^nng |^= ae~ ^*sin (ex + eft) na(i^ 
A folgt = aee~** cos (ex 4- eft). Dies ift nur m8gii(^, vl>^xc^ 
cos (ex + eÄ) Derf^winbet. Dann ift aber sin (ex + c*) = + 1 ober 
— 1, tmb burc^ (Einfe^en in bie urfprfingli^e Sleic^ung refultiert als 
(Bleic^ung ber (Enoeloppe |y = ±ae""**. 

Die 5ei^nting le^rt, bag bie Oariation Donft eine p^afenoerfc^iebung 
bebeutet, toä^renb bas D&thpfung$gefe^ ungeanbert bleibt Die (Enne* 
loppe fpric^t bies (befe^ aus. 

Die Kursen einer Sc^ar entftammen alle berfelben (blei^ung 
/'(^r IT» ^) ^ Of f i^ oerl^alten fic^ oie bie (Blieber einer 5amilie. Dos, n)ds 
bie einseinen 3nbit)ibuen unterf <!^eibet, ift bie (broge e, bie ffir jebes 
einen beftimmten, oon htn oxi^zxxi oerfc^iebenen IDert ^at. (Es fragt 
fic^, ob anbrerfeits aud^ eine gemiffe 5<intilien&^nli(^leit Dor^anben 
ift, ein gemeinsamer 3ug, ber bie (Einjetoefen ber Kuroenfc^ar als 
gleichartig unb non htn ntitgliebem einer anbem S^ar mefentlic^ 
oerf^ieben erlennen lägt, ntan Xlxcait oxl bie (Enoeloppe beulen, in* 
beffen (i^aratterifiert biefe boc^ immer nur einen puntt jeber Kume 
als merhofirbig, namli<^ htn Sc^nittpuntt mit ber Had^barbime. 

(Erimtem roir uns, h^ bur(^ Integration einer oSIIig einbeutig 
befinierten Sunttion, 3. B. /"=: x^ eine Sunttion mit einem Parameter, 

ber 3ntegration$Ionftante, entfielet (^ier Jfdx = ^^ + e)! Dann 

ift es Üar, h^ bie Differentiation biefe Dielbeutigleit u)ieber rfld« 

gfingig mad^en ©irb. Aus 1^ = t ^* + ^ Hs* ^^^"^ öu(i^, bag ^ = Jf ' 
ift, unbbas lennjei^net iebes3nbioibuum berKumenfc^ar |^= -|-x* + e. 



Seifpiel 6. Die (bleid^ung einer Parabel ift |^= ^; burc^ Diffe^ 
«Ort*, „^ »g= f . man to„a«n*,fei.„ ta*™«n 
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etoa bie erfte (Kleidung 3ur Beftimmung oon a benu^t (a = ^ unb 
ben fo erl^altenen IDert in bie stoeite <5Ie^ung einfe^t. (Es ergibt fi^ 

Ulan et^&tt eine Diffeteniialglei^ung, ba auger x unb 9 no(!^ 

ber i>iff erentialquotient ^ auftritt. Sie f agt aus, ba% für jeben punit 

jeber Kurpe ber S<!^ar, bie bur^ Dariation bes Parameters a ent« 
fte^tf bie Q[angente gefunben witb, inbem man oon biefem puntt auf 
bie ra^fe bas £ot fallt, bie entfte^enbe Orbinate um fi^ felbft (fiber 
ben S^eitelpuntt hinaus) Derlangert unb ben f erhaltenen (Enbpunlt 
mit bem Kuroenpuntt oerbinbet (D. S. 1 7). Der gemeinfame 3ug ber 
Kuroeninbioibuen ift fonrtt gefunben. 

3ft aUgemein bie Kuroenfc^ar gegeben, toel^e bas anf^auli^e 
Bilb ber (&(eic^ung g) {x, y, c) — ift, fo ^at man (D. S. 25) 

■^'+Y' rff '^ ^' ^^^ ^^ ^^^ jtöeiten Steigung fommt im allge- 
meinen ber Parameter c oor; eliminiert man il^n arxi btn beiben 
(Kleidungen, fo er^It man bie Differentialglei^ung, roelc^e für bie 
vorgelegte Kuroenf^ar <i^aratteriftif(!^ ift. 

6. IDielautetbieDifferentialgleic^ungberUuroenf^ar ji(^— a'=0? 

ix — a)* 

7. Irtan beantworte biefelbeStage für y=^—-i-^ (ügL Aufgabe 3)* 

8. DgL ffir if = jc + ac^ "; a fei eine Konftante, c ber Parameter. 

9. 3n Aufgabe 7 foll m als Parameter, a als Konftante auf geffil^rt 
toerben. 

10. 3n Aufgabe 8 foII a als Parameter, c als Konftante aufgefül^rt 
roerben. 

IDfar bef (i^aftigten uns bisher bamit, oon ber (Bleic^ung einer Kuroen« 
fc^ar (/*(x, y, c) = 0) ausge^enb, bie fie ^aralterifierenbe Differential« 
glei^ung 3U finben. Kehren rxAx bas Problem um, fo fte^t bie Auf- 
gabe unferer toeiteren Unterfu^ungen oor uns. IDir »ollen fpSter 
aber eine Bef^rSnlung fallen laffen, bie toir uns bisher auferlegten, 
inbem toir au^ (bleic^ungen ht^oxibtln^ bie ni^t nur btn erften Diffe- 
rentialquotienten 2/, fonbem bzn stoeiten, ^\ enthalten, natfirlid^ laffen 
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fi^ aud^ Diffcrcnttolglci^ungen ftubieren, in bcneit |/", ^'^ uff. oor- 
tommt, bo^ ift bos prattifcl^e 3ntereffe für fie nt^t fe^r grog. 

Die geometrif ^e Bebeutung ift ilax: Sorbern roir von ber tEan* 
gente einer noäi unbetannten Kuroe getoiffe (Eigenf^aften, fo tonnen 

mix biefe Jorberung bur^ eine (Blei^ung f(x, y, ^ ausbrficten. Soll 

aber berKrflmmungsrabius q^ ^ ^*' P^ unfermIDinen fügen, 

fo tritt in ber betreffenben (Blei^ung anäf ber stoeite Differential* 
quotient auf. 

3n ber Ilted^anil befte^t 3n)if4en ber (Bef^tDlnbigleit v, bem 

ds 
IDege s unb ber 3eit t bie Bejie^ung v=^-^ (3.S. 13). 

(Erfiint bie (Eef^toinbigleit ein gegebenes (Befe^, fo liefert biefe Sormel 
eine Differentialgleichung, aus ber bie flb^ängigleit bt$ IDeges s oon 
ber Seit t ermittelt coerben tann. 

3n ben meiften 5&Q^n tennt man bei berartigen Hufgaben aber 
ni^tbie(5ef^ti)inbigleit, fonbem bie Kraft. Unter ber Befehlen* 
nigung b oerfte^t man bm Sutoa^s, wtliien bie (Befc^tDinbigleit in 

ber Setanbe erf&^rt, es ift alfo * = "^ = ^* 

Ita<i^ htn teuren ber ütec^anit ift bie Kraft P (bei paffenb getoS^Iten 
(Einheiten) gleich bem Probutt aus ber IITaffe rft unb ber Bef^Ieunigung b 

P*=mb^m-^i* 

3ft bie Kraft, etwa als 5unttion t)on 5, gegeben, fo erl^ält man ffir 
seine Differentialgleichung iwexUx (Drbnung; in einer Diffe< 
rentialglei^ung nter Orbnung tritt ber nte Differentialquotient ber 
gefugten Sunttion auf, aber lein ^ö^erer. 3^re allgemeine 5orm ift 

F(x,i^rl/,ir'' -y^^O-Ojtoobeii/^g; /===^.iftufu). 

(Eine Differentialglei<!^ung ^eigt linear, wmn y, ^, y" **• nur in ber 
erften potens auftreten; in biefem 5<iII ift 

Die (Bröfeen X^, X^'-Xn, X finb beliebige Sunitionen pon x. 
X« 0, fo fpri^t man oon einer oertfirsten linearen CbUlinx 
IDir bef^dftigen uns ßunöi^ft mit ben Differentialgleid^ungen er', 
Orbnung. tEritt bei i^nen bie (Brögeif'p^ftens in ber ntenpot 

auf, fo fagt man, fie feien oom nten (Brabe,* es ift bann 
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(|^')" + il(|/)"~^ + ßfe')"~2+ •••+/?!/ + 1=0. 
Af B'" K, L bebcuten ^ier Sunftionen ©on x un6 y. (Eine Differenz 
tialglei^ung erfter (Drbnung unö erften (Brabes ^at alfo bie 5otm 
y' + A(je.i/) = 0; fie braucht ni^t Hnear 3U fein, ba ^ier übet Me Sttnl* 
tion A leine einfd^täntenben Dorausfe^ungen gemacht toorben finb; 
foll bie (Steigung no^ linear fein, fo mug A bie Sotm 

A^yXi + Xfiäbm. 
Xi unb X bfirfen nur x als Variable enthalten. 

11. IDittt eine (im allgemeinen oerönberli^e) Kraft P auf einen 
Körper toä^renb einer fe^r htrsen Seitfpanne dt, fo nennt man bas 
Probutt Pdt ben Antrieb. Bei einer enbli^en Seit oerfte^en roir 
unter bem Antrieb bie Summe ber Clementarantriebe. Sie foII mit 
Benu^ung ber Sormeln auf S. 1 4 berechnet toerben. 

12. (Ein punft betoegt fi(i^ unter bem , , r 
(Einf lufe einer Kraft P (bie oeränberli^ a W b 
fein lann) t)on A nac^ B (5ig. 5). Dann *^ 

oerfte^t man unter ber Arbeit, mdäit biefe Kraft auf bem IDeg» 
element CD » äs leiftet, bas Probutt P-ds, unb unter ber (Befamt* 
arbeit ISngs bes XDeges AB bie Summe aller biefer (Hemeniararbeiten. 

Diefe Summe foH nai^ ben 5ormeIn auf S. 14 berechnet toerben. 

d^x 
18. 3u toelc^er Art oon Differentialglei^ungen gehört -^ = — jc? 

II. Differentialdleic^ungen erftet (Drönung: 
Unmitielbaire Integration. Trennung 6er 
Oariabeln. Subftitutionen. Qomogene Dif' 

ferentialgleic^ungen. 

*■ Differeittiaidlei^tittaeat ooit 6er Sorin y'^^fix). 

Bejefi^ntiitdett. 

eine Diff erentialglei^ung erfter Ordnung oon jtvei DerSnöerli^en 
unb y bax\ au|er x, y vmb Uonftanten nur bm Differential* 

lotienten ^ enthalten. Der einfoc^fte $aU ift offenbar ^ = a, too« 
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bei a eine Konf tante ifi hieraus folgt unmittelbar butii^ 3ntegration 
y=:ax + c, bie (Bleid^ung einer S^ar von (beraben, toel^e oQe mit 
ber pofitiDen Xfli^fe benfelben IDintel a bilben (tg a ss a), ober auf 
ber yfld^fe alle mogli^en Abfti^nitte c erseugen (ogl. D. S. 16). Die 
ParaKelenf^ar, loelc^e fo entfielt, ^at bie (Eigenf^aft, bag jebes i^rer 
3nbiDibuen gleich geriii^tet ift, was bie Differentialgleichung forbert. 

3ft gl ^^fix), fo eri^äH man, roleber bur^3ntegration,y=jy (jc) dx 

+ c^F(x) + c, voenn F{x) einen flusbrud bebeutet, ber aus ber 
gegebenen Sunttion f{x) bur^ Integration, o^ne Berüdfid^tigung 
ber 3ntegrationsIonftante, entfte^t. fluc^ ^ier liegt ein Softem oon 
ParaHelturoen Dor, benn ftellt man y^F{x) grop^if^ bar, fo er- 
pit man eine beftimmte Kuroe, aus ber eine jtoeite ber Sc^ar ent^ 
fte^t, iDenn ma;n jebe Orbinate um benfelben Betrag c (3. B. c = 4) 
oergrbgert. Aus ber Sei^nung ergibt fid^ bie Rii^tigleit unferer Be> 

^auptung Don felbft; ba bas Stdgungsmag ber tCangente, ^, nur 

oon ber Abfsiffe jc, ni^t oon ber Orbinate y ab^&ngen foll, toie es bie 
Diff erentialglei(!^ung forbert, fo ift bas (Ergebnis aud^ unmittelbar eim 
leud^tenb. ^ 
3ft 3. B. ^ = 3 X, fo erhält man y^lfix^ + c, eine S^ar par» 

alleler Parabeln, bei benen bie ffirbinatenad^fe bie Si)mmetrielinie ift 
ntan nennt ben Ausbrud jr "= Ifi x^ + c bie oollftänbige £ofung 
ber oorgelegten (bleic^ung. (Erteilt man c einen fpe3iellen IDert, etn)a 
c^O, fo entfielt eine partüuläre £dfung (y l»5jc^; man 
nennt 1^— l,5jc* — c = bie oollftänbige 3ntegralgleid^ung 
(j^ — 1,5 jc* = ift eine partituISre 3ntegralglei(l^ung), femer 
^rifetff — 1,5 A:*=cbas3ntegral ber gegebenen Differentialgleichung. 
3m allgemeinen o)erben bie Der^oltniffe nid^t fo einf ad^ liegen; mit 

werben aus ber gegebenen Differentialglei^ung f(x,y, g|) = 

bie oollftänbige £df ung y^fi {x, c) erhalten mfiffen, aus ber mix 
burd^ Spe3ialifierung ber(Brdgec beliebig oieIepartituIäre£5fun' 
gen ^eroorge^en laffen lönnen, ober mix oserben bie oollftänbige 
3ntegralgleid^ung fi{x,y,c)^0 ober bos 3ntegral fs{Xfy)==^c 
auffud^en; fobalb eine ber Sunttionen f^J^, f^ oorliegt, tann man meift 
o^ne groge Sd^u)ierigleit bie anbere burd^ algebraifd^e Umformungen 
getoinnen. 



Differentialgleic^ttitd^ft t>on 6er 5orm u'^f(x) lH 

Die übettoiegenbe Bebeutung ber 3ntegralre(^nung bei 5er Be^anb« 
lung ber Differentialgleiii^ungen ge^t f^on aus bm Benennungen ^er^ 
Dor. Sa^Ii^ ift fiebaburc^ begrfinbet, bag roir einen Differentialquo^ 
tientenbefeitigenfoQen, mos natürlii^nur burc^3ntegralre(^nung mög« 
li^ ift. SelbftoerftSnblii^ tritt bei feber 3ntegration eine 3ntegrations« 
tonftante auf; toit erhalten ni^t ein Kuroeninbioibuum, fonbem eine 
Kuroenf^ar, ober, algebroifc^ gefpto^en, eine 5unttion mit einem 
Parameter. 

Beifpiel 7. (Ein Stab AB oon ber £änge / cm, bem Querf^nitt 
q qcm unb ber Dichte <s sie^t einen äußeren puntt P, ber auf feiner 
A^fe liegt unb von feinem einen (Enbe a cm toeit entfernt ift, an. 
(Es foQ bie (5r9|e biefer Attraltionsiraft ermittelt toerben, toenn bie 
IRoffe b^ äuferen punttes m 

(Stamm beträgt (5ig. 6). Das Stab» P a\ da; 

element, toel^es von A bie (Ent» T , 

femung x cm ^at, befi^t bie fe^r i ^ ' 

geringe £änge dx cm. Sein Dolu^ ^*«-^ 

men ift qdx ccm, feine Iltaffe cqdx (Bramm. ITa^ bem IlecDtonfi^en 

(Braoitationsgef e^ jie^t bies (Element bie Illaffe P mit ber Keinen Kraft 

dK=^-^^^0^Dmtn an. hierbei ift f^efiblQ-^ eine 

naturtonftante. 

Aus g = |5^ folgt K^c-f^^ als DoIIftänbige £5fung 

unf eret Differenttalglei^ung. (Es ift bie Kraft, roeld^e bie (befamt^ett 
ber tEeilc^en Don A bis dx auf P ausüben. Um hieraus biejenige partim 
fuISre £dfung ju er^(dten, toelc^e unferem tonireten $all entfprid^t, 
beachten toir, ba| bie Kraft glei^ Hüll toirb,. toenn ber Stab über« 

^aupt leine £finge ^at {x = 0). (Es ift alfo = c - ^^; K= 

fmcq(^^ - ^^; X ift aber gleich /, alfo wirb K-= fm(sq{^ - ^) • 

3ft f(. B. ber Stab unenbliii^ lang, f o behält bo^ feine (befamtanjie^ung 

^nbli^en IDert ^^^ • 5ür einen (Eifenbra^t {a = 7,5) oon 1 m 

.ge unb I qmm (Querf^nitt ift bie Ansie^ung auf eine Kugel oon 
ramm titaffe, toelc^e 5 cm oor feinem Anfangspuntte ^Sngt, 

6,65-10-8.1.7,50,0l(|-j^)~110-9Di}ne,aIfoeti»a 

u<5 889: ein 5010/ Differentialglei^ungen 2 
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bet taufenbmillionfte Seil eines ntinigramms. IDäre 5er Dra^t un« 
enblid^ lang, fo wäre feine flnjiel^ttngsfraft nur um Vj% gtofeer. 
Bei £aboratoriumst)erfuc^en ift man auf Körper angetoiefen, roel^e 
feine übermäßig grogen flbmeffungen befi^en; bie Kräfte, toe^e bie 
aQgemeine inaffenan3ie^ung 3n)if(i^en i^nen erseugt, finb fo minimal, 
bag bie Befttmmung ber Konf tante f mit grogen Schmierig! eiten t>er^ 
bunben ift. Die (5raoitationstraft ber (Erbe nennen toir Sd^n>ere;; 
bie lomplisierten Betoegungen ber^immelslorper folgen aQein aus 
i^rer gegenfeitigen flnsie^ung unb aus bem tCräg^eitsgefe^. 

man bilbe bie oollf tänbige £öf ung, bie oollf tänbige 3ntegralglei4ung: 
unb bas poUftönbige 3ntegral ber folgenben Differentialgleii^ungen. 

17. ^ = flsinx IS.i/Va^ + x^^a. 19. /ni/'=|- 

20. Bei toeli^er Kurpe ift bie Steigung (tg a) ber flbfjiffe propor- 
tional? 

21. Bei n)eI4er Kuroe ift fie ber Abfsiffe umgele^rt proportional? 
22» DJann ift fie ber ntenpotens ber Hbfsiffe proportional? (nfel 

oon — 1 oerfii^ieben.) 

28. $üt toel^e Kuroe ift bie £änge ber Sangente, gerechnet Dom 
Berfl^rungspunlt bis 3ur Abfsiffena^fe, bem Probutt aus ber Hbfjiffe 
unb ber (Drbinate proportional? 

24. S^^ toel^e Kuroe ift bie £änge ber Subtangente (Projeltion 
ber Sangente auf bie Abfsiffena^fe), bem Probutt aus ber Abfjiffe 
unb ber Orbinate proportional? 

B. Srennuns ber 9ar{a6eln. 

Seifpiel 8. IDenn ein Korper im luftleeren Kaum fäUt, fo unter- 
liegt er allein ber flnsie^ungstraf t ber (Erbe, loel^e i^m bie Bef ^leuni« 
gung ^ = 9,81 m/sec^ erteilt; beseicl^net man mit v bie (Bef4n>inbig« 

teit, fo ift ^ == fl'- Der £uf twiberftanb betoirtt eine Derjogerung, roeld^e 
man bem (Quabrat ber (Sef^toinbigteit proportional fe^en tann, i^re 
(Bräfee ift|J- Ha^ })er „^fitte" ift ^' = ;|^- hierin bebeutet G bas 

(Beu)i^t b^ Körpers in kg, ^^^ 1,293 bas (Eetoi^t (in kg) eines 
Kubitmeters £uft, F bie fentred^t 3ur Beuiegungsri^tung genommene 
grögte (Querfc^nittsfläci^e bes Körpers in qm, ^ eine 3a^t, toelc^e bie 
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(5eftatt bes Körpers berfidFflc^tigt; fie tft für Kugeln glei^ 0.5. tDenn 
bte Kugel aus einem Stoff oom fpesifif^^n <5ea>ic^t s (kg/cdm) be« 
fte^t, fo finöet man im obigen IHaßfijftem A» = (2 • f r^jt • 1000 s) 

: (t/;y r* ») = ^^MTf = 4 1 25 r 5, alfa ift für (Bu|eifen (s = 7,25) 6er 

IDert oon A* = 29 910 r~ 30000 r. Dann ^at man 

(1) Si-O-x^' 

Stäube linfs^, fo märe bie Differentialglei(!^ung nai^ bem oortgen 
Derfa^ren integrabel. fjkt ffi^rt bie Trennung ber Daridbeln jum 
3iel. (Es ift nämlii^ dv = (g- ^!) dt; 

(2) rf^=-^.. 

3e^t fte^t auf jeber Seite nur eine Deränberli(i^e; man lann alfo un« 
mittelbar integrieren unb erhält, u)enn mit to eine 3ntegration$ton* 
ftante bejeii^net roirb 

(3) 



/^ dv _ 1^ p du 



/^' ift babei ffit ^1* gefegt; in unferem Beifpkl ift ft^= 293400 r. 

(4) <-<o = fattt9j;flrtt9|=fo-0 

(5) i; = Ä Hg ^^^^ • 3ft Me flnf angsgefdjminöigleit glei«^ null, fo ift 

(4a) i^-Sir^-^-Ut^^ 

il —«1 
(5a) , = ftag^' = fe^Zl_l. 

3f t k \t\x groß, fo ift öle DetjSgerung ^ = ^ f«^t K«in. 3n öiefem 
Sttn»it5i«(4a)< = ^/n 1 — -„ I ~~ • 2^ = ^, olfo p = ff/; 



°^"^'"(^) 



2tf -ft ff' 

2* 
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man lommt auf eine 5ormeI surfid, bie für 5en freien 5an im luffc» 
leeren Raum gilt. 

IDirb k = Vt fo tolrb nai^ (4 a) t^(x>; 5. ^. im £aufe 6er Seit 
n&l^ert fid^ bie (5ef d^toinbigleit v immer me^r bem lonftanten IDert k, 
o^ne i^n iemals 3u errei^en ober ju fiberf (freiten, bie Bewegung toirb 
alfo f^liep^ glei^förmig. 

(Es fei h ber burc^faüene IDeg. 

mit man burc^ Differentiation leidet beftatigt. Soll A f fir ^ = oer- 
f^U)inben, fo muß c=0 fein. 

Hitfdaieit 

26. IDelc^es ift bie größte 6ef^u)inbigfeit, bie ein IDaffertropfen 
oon 1 mm Rabius beim freien SoXl im £uftraum errei(^en lann? 

26. titan ftelle bas 3eit>(5efc^n)inbigleitsbiagramm fflr bie Dorige 
Huf gabe ^er unb oergleic^e es mit bem ber ungehemmten 6eQ)egung 

27. Die für v unb h gewonnenen flusbrüde follen bis auf bie fec^ften 
Potensen oon t in Reihen entwidelt werben. 

28. (Eine (Eifentugel oom Rabius 2 cm lägt man aus einer Qd^e 
oon 1200 m fallen. 3n welker 5eit unb mit welil^er (Befd^winbigs: 
feit erreiii^t fie bie (Erbe? Der £uftt)}iberftanb werbe einmal Der- 
nai^ISffig^ einmal berüdfi^tigt (5 = 7,5). 

2». (Eine Qolslugel (s = 0,9) 00m Rabius r = 3 cm fällt aus einer 
Q5^e Don 1 00 m. tDie groß ift bie Saüseit unb bie (Enbgef<^winbigleit? 

80. ntan I5fe bie Aufgabe 29 für A= 20 m (DierftSdiges tjcaxs). 

81. Rtan integriere bie Differentialglei^ungen bes freien Sattes 

o^ne £uftwiberftanb ^ = ^ ; ^ = r unb weife nac^, ba^ bie £dfungen 

aus ben früheren Formeln ^eroorge^en, wenn man k=<x> fe^. 

Das Derfa^renberdrennungberDariabeln ift in feinen ärunb' 
3ügen burc^ Beifpiel 8 Hargelegt. 3ft bie Differentialgleichung erfter 

Orbnung ffjc, yt^) = gegeben, fo oerfu^t man (was bur 

nic^t immer gelingt) fie auf bie 5orm 9 (x) dx = tif{y) dy ju brl., 
Rtan lann bann lints unb rechts integrieren unb erhält O (x) = ^(y) 

wobei O (x) =^f<p (x) dx unb ^(y) ^J'^ (y) dy o^ne Berüdfii^t*«^^ 



(Trennung btt Dariabeln. Aufgaben 
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ber 3ntegtation$Ionftanten ift. ntan lonnte auf ben (Bebanlen tommen, 

lints unb re^ts bie 3ntegratton$Ionftanten ^injusuffigen, alfo ju 

f (^reiben a> (jc) + Cj « ^ fe) + c„ 

aber bann toäre <P (jc) = ?^ (^) + Cj — Ci, 

unb tDetm man Ct — Ci = c fe^t, f o lomtnt man auf ben vorigen Ausbtud 

Surfid; mix ^aben alfo nur eine 3ntegraiionstonftante. 

84. nian I5fe bie Diffetentialglei^ungen in Huf gäbe 14 unb 16. 

36. (Eine Kugel toirb mit ber Anfangsgefc^tDinbigleit Vq fentte(!^t 
in bie Q5^e gef(!^IeuberL Der £ufiu)iberftanb ift btm (Quabrat ber 
(Bef ^toinbigteit proportional XDie grog ift bie in i Selunben erreichte 
Qd^e h unb loeld^e (Befd^toinbigleit befi^t ber Körper bann? 3a^Ien« 
beifpiel: Vo = 600 m/sec, ^ = 10 sec, fe' = 5868 (ogL Aufgabe 28). 

86. IDann erreid^t bie Kugel unter ben Bebingungen ber oorigen 
Hufgabe i^re größte Qö^e? IDie toeit entfernt fie fi^ oon ber (Erb« 
oberfIä<!^e? 

87. Die Kugel toirb^in bie foeben bered^nete Qö^e gebraut, 
ntan lägt fie ol^ne Hnfangsgef^n)inbigleit fallen. IDann erreicht fie 

bie Crbe? IDie groß ift i^re (Enbgef(^n)inbigleit? 

88. (Ein Körper oon ber DtaJFfe m kg ^abe 

bie fpejififdie IDärme c. Seine Hnfangstempe» 

ratur fei ^^^ feine (Enbtemperatur &q. Die 

dnberungsgef^roinbigleit bes momentanen 

IDarmein^altes M^fei proportional ber Diffe* 

rens jtoifd^en ber augenblidlic^en Sempe^ 

ratur & unb ber Cnbtemperatur. (Es foll ba$ 

(Ertaltungsgefe^ gefunben toerben. 

89. Der nebenfte^enb (5ig. 7) ffläjierte 
Rotationsförper foH fo lonftruiert werben, 
bag für itben ber (Brunbflä^e parallelen 
(Querfij^nitt ber Drud P fteroorgerufen 
burc^ bie lonftante £aftQ unb bas (Eigen« 
getoi^t be$ oberen Seiles) eine tonftante 
(Bröfee^at. Beifpiel: Q — 400kg,P — 
0,45 kg/qcm, fPQififc^cs (Bewiest bes 
\p Körpers y = 7,8. 
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C. SubftitiiHonen. 

(Ebenfo mit man 3nte9r ale buti!^ Subftitutionen, burc^ (Einführung 
paffenb gecod^Iter neuer Dartabeln, oft bebeutenb oeretnf a^en lann, 
fo QUd^ Differentialgleichungen. Allgemeine Hegeln fiber bie IDa^I 
ber neuen Deranberli^en laffen fi^ ^ier fo roenig toie bort aufftellen. 

tDir f e^en^ = t, alfo y^= tx. Durc^ Differentiation folgt 2 y^^ t + xf, 

al\o^i + i^xt'=^a-t; 2^dx"^^^^^' xdt^(2a-Zt) dx^ 

([rennt man bie Dariabeln, fo entfte^t 

dt ^ dx 
2a-3^"" x ' 
unb hieraus lnx — lnxQ^ — \ln{2a-'Zt), wenn — In Xq bie 3m 
tegrationstonftante ift 

x'(2a-^*) = Xo^ 2flx»-3x*ir" = Xo^ hieraus folgt 

Ulan sei^ne fflr einen gegebenen IDert oon a (3. B. 1 ,5) bie Kuroenf c^ar. 

Seifpiel 10. yy' = ^(^, toenn f eine gegebene 5unftton ift. 

Diefelbe Subftitution voit im oorigen Beifpiel liefert 

it + ixt'^m 

dx dt . fx\ r dt 



-V '^ © -S2 



X 2f(fi-V"'\xJ J2f(t)^t 

Da f eine belannte Sunition ift, fo ift bas 3ntegral ber rechten Seite 

im allgemeinen ausführbar, esfeiF(0- Se^tmanje^t roieber ^= ^, fo 
erhalt man bie gefugte Besie^ung stoifc^en x unb y. 

(Es fei *ff = /, olfo l = y j,=|; g = *^^ (Es refultiett 
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X x*^x*~x*^x*' '— x^*^^^' l+t*~ X 

3an jei^ne einige Kutoen öer S^ar. 

mmi2.^ + i = 'p{x)fixy). 
Bei 'gelben Subftitution erhält man 



/^ =/* 9*^*^ ''*"'" ^• 



THon fe^e ** + ff*=r*, öonn vobcb 2x + 2gg'^2rr', dfo 
, . « dr . /x\ 

r = r« — a cos (^j; ff = |/(ro — a cos ^j — x*. 
*«-9' = i?+f- 41. ff' =.1 -«?; + * jatonftant 

19 r_ ^ g*-Jg' ^« f__ 1 g*— g'jc^ 

44. y'=y*f(x • g); /*fel eine gegebene S^nltion. 
46. y'=={Zx+Ayy. 46. y'^f{ax + by). 

i7. x + yy' ^f(x) ipiV^^ty^, 

Qomogene t)iffereittialgUic^iiti9eit. 

« £ä|t fi(^ eine Differentialglei^ung erfter ®rönung auf öie $otm 
äi ~ ^ (x ) ^^"9^"» f^ ^^W f le ^ m g e m 3n bief em Jalle fe^t man 

f = ^;öanniftg = x^-g'=^ + x^^^+x^WW?5^ = ^^'^^ 

alfo/^^«/^; heraus folgt mx-lnx^^fj^^^ 

Beifpiel 14. (Eine Kuroe ift burc^ f olgenbe tCangententonfttuItion 
^ratterif iert. ntan oerbinbet einen Kuroenpuntt P mit bem Anfangs» 
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ipuntt Ot errietet auf OP in P 6ie Sentre<i^te, toelc^e bie 
Abf3tffena(!^fe in R f^neibet unb trägt i^re ptoiettion QR 
pon aus auf ber Abfjiffena^fe bis S ab. Dann ift 
SP ble KutDentangente. IDe^e (Kleidung ffai 
bie Kuroe? (Big. 8.) 

Aus bem re^tn)innigen Dreied 
OPR folgt, bag ber QSl^enabfil^nitt 




Qij=^lft, esiftaIfoSO=x- 

ö 

X 



B 



I 4 P« 



» 



X — 



9' 



1- 




IDir ^aben es mit einer homogenen 
Differentialglei^ung 3U tunr 

m Xo — 2 j^« 



/0 



- /n ff + /n :^; ^ = 2/n (^Y alfo ift bie gefugte «lei^ung 

Xiifdadett. 

48. tDie lautet bie (Bleid^ung ber Kuroe, bei ber bos Stfid QR 
(Beifpiel 14) bem Hbf(^nitt gleic^tommt, btn bie tEangente auf 6et 
Orbinatena^fe einengt? 

4». xdy-ydx = xig[^)dx. 

Beifpiel 16. (Eine RotationsfIä(!^e foH fo beregnet toerben, bag 
feber O^tftra^I, u>el<!^er i^rer A^fe parallel ift, na^ ber Spiegeb«»'^ 
an ber polierten StS^e bur^ benfelben puntt ber Hd^fe ge^t 

£egt man eine (Ebene burc^ bie H^fe, fo loirb bie Rotationsfl 
in einer Kuroe gefc^nitten, burc^ beren llre^ung bie 51&<^e entft 
(Es genfigt alfo, biefe £inie yx unterfu(!^en. IDir nehmen ben dfotc 
riftif ^en puntt ber A^fe als ftnf angspunit bes Koorbinatenft)fte 
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jene als Orbinatena^fe an. Die gefüllte 
Ktttoengldi^ung fei y=f(x). (Sig. 9.) SP 
fei ein a^fenparallelet £i(^tftra^I, P 5er 
Puntt, in toel^em er öie Kuroe erreicht. 
rPÄfei 6ie (Tangente, PiV bieltonnale; T 
unbiVmögen auf 6en Hilfen liegen. Der (Ein* 
f aQstoinlel SPN= a mug na^ ben Spiegel* 
gefe^en glei(^ 6em HusfallstDintel NPO 
= «1 fein. Semer ift SPR = j3= 90*^ — « 
^TPQ (Sd^eitetoinleO, unb ha hos Drei-' 
ed PTQ re(!^ta)inllig ift, fo ift au(^ 
<^ r = 90® — 13 = a. Die (BrSfee biefes 
ibintels n>ir6 aber beftimmt burc^ bie Be^ o 
jiel^ung \ga = y'. Klan l^at alf o in öem 

ebtn genannten Dreied PQ^y, ^^^'v'' 

(Ein S^nli(!^e$ re^ttoinfliges Dreied erhält man, mtnn man in bem 
glelc^fc^enfligen Dreied NOP (es ift ^ iV= -^ NPS) bie Symmetrie« 
Knie OV jie^t; ba^er gilt bie Proportion 

VP:OP=TQ:PT, ober bie ®Iei(^ung 

VP'PT=OP'TQ. 
Sie^t man bur^ P bie parallele PK jur flbfsiffenac^fe, fo fie^t man, 

bafe PK^x, NK==fr, iVP = ]/jc*+ (^)* = ^l/l +(2^')» ift, 
alfo toirb unfere (5Ieid^ung 




X 

2y 



7 [1 + (ff ')T =y?+? 



^, ober oereinfa(ä^t 



2b 



^,)._2£J^H»!=_, 



bel^anbeln aus prattifc^en (Brünben ^ier nur htn Sau bes pofi< 
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tioen Dotsc^ens. Dte (Bfel^ung tft ^omogcn; toir fe^cn - = ^ un5 

Dann mixb nac^ S. 23 
/n — = 



*0 



-/ö^TWT«^=/i^.-'"(' + >^*' 



i=(,+,/i+?)=(|+jAT15 
5-=i,+)/?+?iy«'+»'=£^-Bi.'+»'-|^-'-|^+i('. 

"^^<' ** - $ + ^ = 0' 1^ (» + 1 - © =0- ^"" ^^ *"*• 

2jc* 

weöer öos bcöeutungslofe (Ergebnis — = 0; jc=0 ((Dtbinatenoc^fc) 



*0 



ober 11 + ^ -;f^ = 0; ii = ;? ^• 

IDflrbe auf ber regten Seite nur bas erfte (Blieb ftel^en, fo Ratten mix 
bte normalform einer parabelgleid^ung (D. S. 1 7) mit bem Parameter 
2 Xq; ber streite tEerm ben)irlt eine Derminberung aller (Drbinaten um 

-^, alfo eine Oerfd^iebung um btn oierten Seil bes Parameters, bie 

Brennn)eite, na^ ,,unten''. Die gefugte $laiit ift öa^er ein Rotations« 
paraboloib. 

IIL Differentialgleichungen erfter ®r&nung: 
tineare Differentialgleichungen. tEotale 
DifferentialausörflAe. (Eulerfci)er tttulti« 
pliftator. Differentialgleichungen ^d^eren 
(Stabts. Singulare Cöfungen. 

D. Sineare Differentialglei^nttgen. 

(Eine lineare Differentialgleichung erfter 0rbnung mu| (ogLS. 5.) 
bie 5önn ^aben y^ + yXi + A^== 0, worin X^ unb X Sunitionen be« 
beuten, bie (auger eoentuellen Konftanten) nur bie Dartable x enthalten. 

1. Oetlfir}te (hteare Dtffetetitfalglei^itngen. 3ft bie Sunttion j 

gleich tlull, fo fpri(^t man oon einer oertfirsten linearen Differential 
glei(^ung; unfere 5ormeI rebujiert fi(^ bann auf ^+ yXi = 0. 



5i9. 10. 
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Die ttrennung ber Datlabeln liefert y^ 
^= — Xidx; hieraus folgt 

lny — lnc= —fXi dx 

y=ce^i^'^^*; c ift eine milltfir« 
Ii(%e Konftante. 

Seifpiel 16. (Eine Kuroe ift 5a- 
buTC^ ^Qtatterifiert, bag man ffit 
feöen puntt bie Qxingente erhalt, 
wenn man bie suge^örtge Hbfsiffe 
üerboppelt unb bm €nbpunft mit 
bem Kuroenpuntt t>erbinbet tDie o 
lautet bie (bUid^mq ber Kuroe? 

Aus 5i9. ^0 folgt, baß tg(180®-«) = | ift, alfo tga = -|, 

bemnac^ lautet bie Differentialglei^ung be$ Problems 

i/' = ~ Jober |^' + f = 0. 

^ieriftX, = i;--/X,dx=-/^x=/^(i);i^ = c^'^^l^=^^ 

ntan er^SIt eine S<^ar von glei^feitigen Qt)perbeln (D. S. 47). 
nian be^anble bie (Blei^ung jur Übung aud^ als homogene. 

50. Ulan teilt bie Hbfsiffe eines Kuroenpunttes in n gleiche (Eeile 
unb Derbinbet btn Kuruenpuntt mit bem nä^ften (Eeilpunft. IDie lautet 
bie KuroengIet(^ung, toenn bie DerbinbungsIinieeinetEangente fein foH? 

51. y^ = (x sin x — cos x) y. 

52. (Begeben ift ein Ad^fenlreus unb ein f efter Puntt mit ben Koorbi* 
naten jc = a, 2^ = 0. Sie^t man bur^ i^n eine Parallele 3U einer be* 
liebigen Kurpentangente, f ift bas Dreied, toelc^es bie A^fen mit i^r 
bilben, flSc^engleii^ bem Red^ted aus ben Koorbinaten bes Kuroen* 
punftes. IDie lautet bie (Bleic^ung ber Kuroe? 

2. DoIlftSnHge lineare Diftereittialgteid^ungeit. Die £5fung ber 

oerfflrjten linearen Differentialgleicl^ung erfterCrbnungi^'+gX^ 

= ^at bie 5orm ^ = c F(jc), toorin F(jc) = cl^^ ^* ift. 

Die £ofung ber ooUftänbigen linearen Differentialgleichung 
lf' + I^Xi + X=0 fei |^ = ^(x), wofür wir au^ fc^reiben ISnnen 

a « 1^ • F(r) — Cf Cr). Diefe Änberung ber S^reibtoeife ift bei {eber 
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5unttion <Z> möglich; man enet^t, bag Me ESfung ber ooIIftSnbigen 
(Bleid^ung ber ber oerlflrjten formal angegliebert toirb, nur tritt ^ier 
an SteUe ber Konftanten c bie Sunition C auf. 3ft fte beftimmt, 
f tennt man aud^ bie gefüllte £dfung O, toenn man Dörfer bie Cöfung 
ber oerifirsten (Blei^ung, F, gefunben Ifaüt. 

9etfpiel 17. »' + ^ + ^= 0? a frf eine gegebene Konftante. 

Die Derlürjte (Bleic^ung ^eißt j^' + ^ =- 0, i^re Eöfung ift |^= ^• 

Die £dfung ber üollfifinbigen (Blei^ung fe^en toir in ber 5orm 

dC , 

y=^-,an. (Es ift bann ^1 = ^ = ?äi-^- ^^ 

man bie XDerte fflr y unb y' ein, fo entfielt aus ber gegebenen (Blei^ung 

C == — ^ + /f. /f if t bie ^ntegrationslonftante. Die £8f ung ber oolfc 

ftänbigen (Bleid^ung lautet alfo y « — ^ — '^ " 4a" "*" *"* 

na(^ biefem Beifpiel tömten t»it unfer Problem lei^t allgemein 
be^anbeln, (Es war ff' + ifXi + X = 0; F »ar bie £ofung ber »er« 
Wrjten ®Iei(!^ung, b. ^. F' + F • X^ = 0, unb y war = CF gefegt 
€sift bann ff'==:C'F+CF', alfo C'F + CF' + CF-Xi + A:=0; 
C F + C (F' + F • Xj) + X = 0. Da ber Wammerin^alt oerf (^win- 

bet, fo ift C'F + X = 0, alfo C-=-J^dx + K; y=-CF. 

Ulan nennt bies Don £agrange ^errfi^renbe Derfa^ren bie Daria« 
tion ber Konftanten. Seine grogartigfte Anioenbung finbet es in 
ber ntei^anil bes I}immels. Unter bem alleinigen (Einfluffe ber Sonnen« 
an3te^ung würbe ein planet eine Cllipfe befc^reiben, beren (Eeftalt, 
£age unb (BrSge ffir alle Seiten gleichbliebe; ^e liege fi(i^ bur^ fünf 
tonftante (Brdgen, bie Ba^nelemente, einbeutig feftlegen. IDegen ber 
Hnjie^ungen ber anbem Planeten lomplijieren fic^ aber bie Dlffc**"- 
tialgleic^ungen ber Bewegung o^nlic^ wie in unf erem Saue; man nir 
bann bie Ba^nelemente <ds oariabel an unb bef timmt i^re Differenz 
gleid^ungen. Ulan oerbiegt alfo bie urfprüngli^e (Ellipfe oon 2 
moment ju Seitmoment fo, ba^ fie jebesmal eine (Ellipfe bleibt ' 
\xil ber wirtli(!^en, fe^r lompttsierten Ba^n aufs befte anpaf*^ 
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XNf9a(eii. 

BB.ff' + f = sfnjc. U.y' + 2y=e^\ U. y' + y-e-'=0. 

Beifpiel 18. (Eine rabioaltiüe Subftanj, toeI(^e 3ur 3ett ^:= aus 
iVI) Atomen beftanb, serfoQt im £aufe ber Seit in einen anbem Stoff. 
Ha^ f Sehinben finb nur no<% iV=iVor~^^ Atome oon ber urfprilng» 
Ii(^en Befc^affen^eit oor^anben p. S. 59). X ift babei bie ffir bos 
Präparat ^arafterifc^e Serfaüslonftante. 3n ber Zeiteinheit (1 sec) 

dN 
toä^ft JV um -^ ^ — N^Xe"^^ = — IN Btome; bie urfpriln9H(^e 

ntaffe A perliert XiVHtome, bie neue 6ef(!^affen^eit {B) annehmen. 
(Es lann nun oorlommen, bQ% ber neue Stoff fid^ in einen britten (0 
umtoanbelt. (Es foll bas Umn)anblungs9efe^ angegeben roerben, roenn 
bie Serfallslonftante bes stoeiten Stoffes X^ ift unb jur Seit ^ = 
f^on Mq Atome oon B Dor^anben toaren. 

IDare bie Subftans B ftabil, f o toflrben jur Seit i oom erften Stoffe 
X^ Atome in jeber Setunbe ^injutommen. Unfere Sorausfe^ung trifft 
aber ni^t 3U ; ber Stoff B verliert in ieber Setunbe bur^ eigenen Serf au 
X^ M Atome, roenn M bie Anja^I Atome bebeutet, bie er 3ur Seit t befi^t. 
Da^er ift 

^=^XN-X^M=^XNoe-^^-X^M; ^ + AiM- AJVo«-^* = 0. 

ipir ^aben eine lineare unoerKirjte Differentialglei(!^ung mit ben 
Oariabeln M unb t, ben Konftanten X, X^, Nq (unb e) Dor uns. 

e^i^t di + K; 

Sur Beftimmung ber (BrSge/C beachten toir, bag jur Seit f— oom 
— iten Stoffe itfo Atome oor^anben roaren; ba ffir f = fowo^I ^~^* 

^-^»' gleich I werben, fo ift Mo = rS + /f. ^^** ^^^ ^*^^^" 
^ Don K in btn Ausbrud ffir M ein, fo ergibt fid^ 



30 in. Üifferentiitlglei^iinden erfterOr^n1ln9: £tneare üiffeTetiiialgl. uf» 

56. IDieotel Htome Rabiumcmanation {X^=2fl%5 • 10"^) ent- 
fte^cn im Caufe eines ^aqis aus 1 000000 Atomen Raöium (1 = 
1,26 • 10-"), n>enn anfangs nur Rabium oot^anben Dpar? 

57. IDieoiel Atome Rabiumemanation finb na<!^ einem Sage Dor« 
Rauben, loenn anfangs 500 000 Atome Rabium unb 500 000 Atome 
Cmanation nebeneinanber beftanben? 

68. IDieoiel Atome Rabiumemanation finb na<!^ einem Sage Dor« 
Rauben, toenn man anfangs 1000000 Atome Cmanation unb tein 
Atom Rabium ^atie? 

59. IDiepiel (Emanation befte^t in btn brei oor^er be^anbelten 
S&lUn noäi na(!^ unenblic^ langet Seit? 

60. IDann ift unter btn Anfangsbebingungen ber Aufgabe 56 ber 
(Emanationsge^alt majrimal? IDie grog ift er? 

E. ^ntegratfon totaler Differentfale. 

Die 3ule^t be^anbelten Differentialglei(!^ungen Ratten bie 5orm 
y' + fix, y) = 0. Qlerin bebeutete feine Sunttlon, bie in bqug auf 
y oom erftenSrabe wax. TDk tDoUen biefe Dorausfe^ung {e^t fallen 
laffen. Derartige (Gleichungen finb uns fd^on aus ber Differential 
rec^nung betannt; ift nSmlicJ^ <p {x, y) » 0, fo ^at man (D.S. 24f.> 

^ Lx Ay ^ 

(Krenäfall dq>=^^dx +^ dy; es ift bas totale Differential oon gy 

9ebUöetattS9-Ofol9t|fdx+||dff = Oob«ff'=(-||):(||)^ 

3ft umgete^rt eine Differentialgleicl^ung biefer Art gegeben, fo lann 
man aus i^r f^ßegen, bog stoifc^en ben Öariabeln bie Besie^ung 
g> (x, y) — 0, aber au^ allgemein tp (x, y)=c befielt; c ift eine wilt 
tflrlfa^e Konftante. 

»elfpiel 19. (ax + by) dx + {bx + cy) dy = 0. 
ntan fie^t Iei(^t, bog ax + by ber partielle Differentialquotient nac^ 
X ber Sunftion 9=yajc* + &x|^ + C ift. C brau(ä^t ^ier nur in besug 
auf X f onftant 3U fein, lann aber too^I no^ y als Dariable enthalten, 
benn bei ber partiellen Differentiation na^ x wirb y unb {ebe Sunttion 
biefer (BrSge als Konftante be^anbelt. 

Soll unfere 5unltion 9 ber oorgelegten Differentialgleichung ge* 
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nugen, fo muß ^^^bx + cy fein; 6 jc + ^ = &x + c|^ (öcr partielle 
Differentialquotient von C na(^ ^r U^ ^^^ ^^^ totalen ibentif<!^, toeil 



dC . _l ^ . 



C auger ^ leine Dariable enthält). Aus jz.'='cy folgt C = ^ c|^* + ft 

(ft ift lonftont) ; öie gefuc^te £öfung \\i\ax^ + bxy + \ cy^ + ft = 0. 
IPie eine einge^enbere mat^ematif ^e Unterfu^ung unö öie grap^if(!^e 
Därftellung le^rt, crl^ält man Kegelf(!^nitte. 

61. (Zx^ + y')dx + 2y{x-2a)dy = (^. 

«2. (3 jc^ - ay) dx + (Zy^ - ax) dy=^ 0. 

68. [x{x^ + y')-a^x]dx+[g{x' + y^ + a^y]dy-=^0. 

64. x'y'dx + (2y^ + Zby^+b'y'-a'y + x'y'-a'b)dy^0. 

Um 3U entfc^eiben, toann eine Differentialglei(^ung nac^ bem eben 
befpro(!^enen Derfa^ren be^anbelt toerben lann, ge^en roir auf ben 
Begriff ber partiellen Differentiation 3urü<f , beren IDefen ja barin be^ 
f te^t, bafe eine Dariable als lonf tant be^anbelt wirb. (Es f ei z = 9 (x, y) . 

Dann ift^- ^^^ , a»^ y,^y ' ^^"" ^1 

unb jc, yi unb y IDerte flnb, bie fi^ (e^r wenig unterf^eiben. Dif» 
f erentiiert man z erft partiell nac^ x, bann bas ^gebnis partiell nad^ 

y, fo fd^relbt man bafflr j^^ ; ffi^rt man bie Operationen in um- 

gele^rter Reihenfolge aus, fo erpit man ^jr^- 3n Huf gäbe 62 finbet 

man 3.B. g^= 3*» - 00;^^= - a; g^= 3ö»- a*;gp3^=-a. 

3n Aufgabe 6 1 erhält man ^^ =^2y\ g— ^ l^at benfelben BJert. (Es 

ift allgemein, wenn g| unb g- ftetige 5unItionen oon x unb |^ finb, 
d^^d^' ^^^ Hac^weis ift leitet. 

^^.^ y(Xirg)-"y(jg>g) . ^'^ Xi- 3C x^-x 

dx'" x,^x 'dxdy^ y,-^y 

^'^ ^. y (Xif »1) - y {x, »J - y (yi,g) + q> {x,y) 

Bttbct ^ön analog g^ = ^(1^), fo änbert fi^ nur bie Stellung 
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ber mittleren (glieber im 3ö^Ier, nic^t bet IDert bes Bruches. (Se^t 
man 3ur (Brenne Aber, fo toirb aus ber ungefähren (Blei^^eit (f») bie 
genaue (=). 

€s fei ie^t bie (Bleid^ung Pdx + Qdy^O gegeben, in toelc^er 
P unb Q Munitionen von x unb y finb. 3ur flntoenbung unferes Der« 

f aureus ift nottoenbig, bafe P « g| unb Q = || ift, alfo ^^ = ^; 
^ = ||, bas gefu(^te Kriterium ift |f = ;^- 

Sinb bie folgenben Differentialgki<!^ungen naii biefer Iltet^obe 
lösbar? 

i&.['i{x*+y^)x-^a^xy^dx+lZ{x^ + y^y-4a^x^y]dy 
= 0. 

66. (2x' + 27nJC|^) rfx + {2y^ -Zay^ + mx^ dy=^ 0. 

%7.{^x''y^+Zax^y^ + by)dx + {^x^y^+Zax''y + 2bx)dy 
= 0. 

68. if*rfx + JC^dir==0. 69.(2jc + ai/)djc + (2|^ + Mrf!r=0. 

76. x^'y^dx-^xf^^dy. 

F. Der Culerf^e IKuItipIifatotr. 

Differentiiert man g> = -^ + - = c total, fo erhält man — p rfx 

i rfir = ober nac^ Befeitigung ber Brfl(^e 2^* rfx + jc* dy = 0. 

^ier ift g- ==! 2^, ö^ = 2x, ber neue Husbrud ift alfo lein totales 
Differential, roo^I aber lann er basu gemacht n)erben, toenn man i^n 
mit — r-% multipliätert, er ge^t bann in bie suerft ^ingefc^riebene 

X y 

Differentialgleichung fiber. Don (Euler rfi^rt ber Sebanfe ^er, eine 
beliebige Differentialgleichung bur(^ Itlultiplilation mit einem paffenb 
geroa^ften „integrierenben Sctttor" fo um3un)anbeln, ba^ linls Dom 
(Blei^^eitsjeid^en ein totales Differential, re^ts ttull fte^t 

»eif|)lel26. (2y^-5ax')dx+Zxy^dy=-0. (Bsx\t^==6y'; 

= Zy^, wir liaben alfo fein totales Differential cor uns. Der '* 
^grierenbe 5öttor feiitf, er roirb im allgemeinen eine 5unltiono. 
unb^fein. 5ütbieneue(BIei(i^ungM(2^*~5ajc*)dx + 3Mx|^' 
^ ift bie 3ntegrabilitätsbebingung 
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^[Mi2^-5ax^]=^[ZMxg*\ oiet (ProöuttenrefldO 

VOit ^aben alfo ftott einer totalen Dtfferentialglet^ung eine par« 
tielle (5a partielle Differentialquotienten auftreten); beren allgemeine 
Be^anblung flberfd)reitet 6ie Aufgabe unferes Bu<i^es. 3e5enf alls fc^eint 
bas Problem fd^iDieriger, ftatt einfacher getooröen 3U fein. 3nbeffen 
tann man oft öurc^ Vermutungen mentgftens eine Cöfung ber neuen 
(BIeicf)ung finben, unb eine genügt. Dielleic^t ift in unferem befon« 
beren 5al(e M gar nic^t notn)enbigem)eife eine 5unItion Don x unb y, 

fonbern entölt nur x. Dann ^f^ ^ = 0, ^ = ^^^ r ^^^ toir ^abtti 

— 3 ^ jc|^' = — ZMy\ x-^ = Mt moraus fiij fofort lnM=^ Inx, 

Jif=x ergibt, (Die 3ntegrationsfonftante fpielt ^ier feine Rolle.) 
U)ir erhalten (2|^'jc - 5ax*)dx -h 3jc*|/'rf|/ = 0. Dle3ntegrabUi. 

tfitsbebingung ift erfüllt; matiflnbetals3ntegralleid|t jcV"" Qx^=^k 
(Es gibt 3u einer gegebenen Differentialgleid)ung Pdx + Qdy^O 
unenblid) Diele ITtultiplÜatoren; es mögen sioei Don i^nen, M unb N, 
gefunben fein. Dann ift 

ä|(Pi«« = ^(OJM);^(PiV) = ^(OiV). 

Die erfte (blei(^ung gibt ausgerechnet 

dy^ dx^ ^\cx 
M dy M dx^ dx oy' 

Differentiiert man z^lnM partiell nad^ y, fo erhalt man 

cz_ dz dM^_l^dM 
^"^dM' dy ""M^ö' 

) gerabe einen Beftanbteil bes erften (Btiebes; es ift 

enfo lann man mit bent IHultipIifator N oerfa^ren; bann ift 

flnud) 589: Cinfto», DifferentioIgUi^ttitgcit « 
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• 

P ^ (/n JV) - ^ (/n JV) « g^ - 1|- Dtttc^ SuBtraltton bet bciben 
legten (Elei^ungen finbet man 

Pj^{lnM-lnIf)-Qji (InM - ZnJV) = 0; 

3ft nun ip {x, yj^^kbas 3ntegral ber urfprfinglic^en (Elei^ung, f o 
I,atn,a«||d* + ||rf^ = 0.-ff=-(||):(||);ous6et(BIei,^«n9 

fettftfol9tg=-P:Q.oIfo||:|| = P:Q. 

Oerbinben toir biefe 5ormeI mit bem foeben gefunbenen Refuttat, fo 

finben »tt a^:||= ^/n (J):^/n ^). 

U)tt fonnen alfo 9 = /n ^ feiert, unö ba 9 = /; bas Jntegral bcr 
oorgelegten Differentialgleid^ung ift, fa tonnen toir es au(i^ in ber 
Sonn fdjreiben /„(^)=:fe, f =^*=ft,. 

Sinb olfo stoei (Euletf(^e tTtuIttpHIatoten belannt, fo erhalt man bos 
3ntegral ber oorgelegten Differentialgleichung einfad^ babur(^, ba^ 
man bm (Quotienten ber beiben integrierenben 5ctttoren einer belie* 
bigen Konftanten glei^fe^t. 

Beifplel 21. y* dx + x^ dy^ 0. 

Die Differentialglei^ung bts Hlultiplitators lautet 

1) IDir fe^en 3U, ob M oiellei^t berart pon x unb y abfängt, bog 
biefe (BrSßen nur in ber Derbinbung x-V y auftreten, mit anbem 
IDorten, loir ma^en bie Annahme, bog M eine 5unttion Don t allein 
ift, wenn x + y = ^ gefegt toirb. Dann ift 

dM_dMdt _dM dM dM dMd^^dM -. 

dx "" di Jx'^ dt'^'^ dt' dy"^ dt dy'^ dt' ^^'^ 

^(y'-x')^2M{x-y);^{y-'x)(g + x)^2M(x-y); 

dM_ 2M _ 2M 
df^ * + »■" t ' 
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hieraus folgt ^ ^; lnM'=-2lni; M^p = j^^,- 

3ft 9> (x,y) « 6as gefuci^tc 3ntegral, fo l^at man ^ == (x\yy * 
9 = - jA^ + C; C tft eine Sunftlon üon |^ allein. ^ = (JTöT*' 
= ^« <- +|y fe V ^ = ^.- ^ierousfolgtlei^t, 5a6C>=l, 

2) Dieüeic^t ift Jlf eine Sunttion, Me als t)ariable allein u — xy 
ent^aU; öann U* 9^ = ^^^ • ff ; 3^ = ^ • *• Se^t man 6iefe Aus. 
brfide in 6ie Differentialgleichung ffit M ein, fo et^ölt man 



d„ M/ - - 1^,- -.^V* If/r du Xy « ' '" JCV' 

^fijT + ^j^ = liefert uns öos Sntegtol — - — - « fe^ ober 

- ''^ = ftj ober -^ = - r- • Be5ei(!^nen wir bie tDilHfirlic^e Kon. 
xy ^ x-y-y «1 

ftante — r- mit ft, fo lontmen wir auf öle unter 1) ermittelte 5orm. 

^ 1 

Der juerft gefundene IHuItipIilator ift M^ = . , v, r ö« äweite 

Mi=^Z¥Zit ^^^ ^wott^wt xr^ = ( — r- ) • roenn wir ibn gleicb einer 
' xy M^ \x-ty/ T ^ "« 

Konftanten ft* fe^en, fo lommen wir auf -^ = fe, woöurc^ 5er t)or* 
^er abgeleitete allgemeine Sa^ an einem Beifpiel beftötigt wirb. 

^Ittfgaden. 

71. (Zxy + 2y^ dx -h (Zxy f 2x0 d|^= 0. Ütan ne^me an, bafe 
ber ntultiplilator a) eine 5^*«ttion oon x + y, b) oon xy fei. 

72. (x^- 2xy - 3^») d:r - {y^-2xy - 3x0 rf|r = 0; Mj 

78. ir(** + 2|^«)dx + xfe* + 2jcOrf!/=0;Mi = /i(x* + irO? 

74. (4x* -h 3yO dJc f xydy-^0; M,^f, (x); M,=f, (x'+y*). 
76. Itac^ welcher anbem IRet^obe laffen fi^ bie legten Aufgaben 
löfen? 
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G. Differentialslei^ungcit erftcr ®r6ittttt9 (S^ereit 

a>rQ6e$. 

»eifpiel22. {yy-y'^O. 

(Es liegt nai)e, aus bieier (5Iei(^ung junoc^ft y' yx beftimmen, tx)0' 
für tDir oorübergc^cnb z fd)rclbcn ©ollen. €s tft 2' — z=0; 
2: (2« — 1) = 0; z (z — 1) (2: + 1) = 0. Da^er mufe entu)eöer z = 

fein, ober z = 1, ober z = — 1. 3ft z = ^^ = 0, fo mufe |^= c fein; 

aus z=^= 1 folgt |^=jc + c; ausz= — 1 refulttert^= — x + c. 

Da enltoeöcr ^ — c = ober y — x— c= ober y-^-x — c^^O ift, 
fo lautet bas oollftänbige 3ntegral (y — c)(y - x — c){y -\- x — c)^Q. 
<5eometrtfd) ftellt fid) bie (&Ieid}ung als ein Sqftem oon brei Sd)aren 
paralleler (Beraben bar. 

BeifpleI28. foV-!^'(2JC+ l)-h2x = 0. 

(Es fei 1^' = z. Die (5Ieicl)ung z' — z (2 jc + 1 ) + 2 x = ^at bie U)ur* 
sein Zi = 2jc, Zg = 1. Da alfo ^j = jc* -f c, |^, = jc + c fein mufc 
fo tft bie gcf ud|te £ofung (^ — jc' — c) (2^ — jc — c) = 0. Ulan erhält 
eine Sc^ar üon Parabeln unb eine Sc^ar oon (Beraben. 



^lufgabeit. 



a 



76. iy'Y - (a + ft) 2^' + aft = 0. 77. (ir? - ^ = 0. 

78.(i/r-2/*-^'=0. 

79. (Es foll eine Kuroe beftimmt werben, bei toeli^er bie 3tDifd)en 
hvx yx x^a unb x^x gehörigen (Drbinaten Hegenbe 51^4^ ^^^ 
Bogenlänge proportional ift. 

Sittgttlfire SSfttttgen. 

n)ir ^aben 3U Beginn unferer Betrad)tungen (S.12f.) gefe^en, ba\^ 
bie Kuroen einer Sc^ar eine gemeinfameDifferentialglei^ungbefi^en; 
n>ir ^aben oor^er gefunben, bog eine Kuroen'c^ar eine Cnoeloppe 
befi^en tann. (Es eri)ebt fic^ bie S^^%^i ob jene Dtfferentiolgleic^ung 
aud) tDO^l für bie (EnDeloppe gilt, bie ja lein 3nbioibuum jener S ' 
ift, aber boc^ mit i^ren (bliebern im engen Sufammen^ange f 

Beifpiel 24. 3n Beifpiel 2 tourbe ge3eigt, bog bie Sc^ar ber (bero 

toe^e bur(^ bie (Blei^ung (1)|/=-jc — - c^arafterifiert i'* 

^1 ui TU 

(Enoeloppe bie Parabel (2) 1^ "== j^ befi^t m ift eine Konftante, 
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Parameter, beffen 6röge öie einseinen (blkbex ber Kuroenfd^ar tenm 
jei^net. 

Um bie Differentialgleichung ber Kurüenfc^or 3U finben, bilbet man 

(3) ir'= -unl> eliminiert aus (1) unb (3) bie (Brofee c, inbem man 

in (1) einfach - bur^ y' erfefet. Ulan erhalt (4) y=^xy—m fo')*. 

na<% (2) ift bie Differentialgleichung ber (Enocioppe (5)|/ = ^- 

^ Um 

Sagen bie Gleichungen (4) unb (5) basfelbe aus? Dann muffen u>ir, 
toenn wi^i/ = ^7^ in (4) einfe^en, eta>as Selbftoerftänbli^es erhalten. 

1^=^ — 1^; y = ^' Diefe (5Iei(!^ung gibt uns ni(ä^ts ITcues, 

fonbem roieber^olt nur, ba^ rotr es mit bm Puntten ber (Enoeloppe 
(2) 3U tun ^aben, toas toir bei ber Bilbung Don (5) fd)on oorausfe^ten. 
Die Differentiatgleic^ung (4) gilt alfo nid)t nur für jebes (blieb ber 
Kuroenf^ar, fonbem au^ für beren (Enoeloppe, oba)ol)I wir es in bem 
einen S^He mit (Beraben, im jmetten mit einer Parabel 3U tun ^aben. 

3n ber (Eat gibt es für {eben Parabelpunft eine (berabe ber Sä^at, 
roeld^e fic^ ber Kuroe fo genau anf(^miegt, ba^ i^re (Elementarftüde 
Sufammenfalfen. Die Differentialgleict)ung gibt ober on, toelci^e Be* 
Sie^ung sroif^en b^n unenblic^ tieinen Stücfencfx dy unb bm Koorbi* 
naten bes betrefft nben Kuroenpunttes x, y, beftetjen; gilt |{e für bie 
(berobenfc^or, fo ftimmt fie auc^ für bie Parabel. 

Diefe Betrachtung gilt für jebe Kuroenfc^ar (bie 3nbioibuen brauchen 
teine (beroben 3U fein), toelc^e eine (Enoeloppe l)at. Die (Enoeloppe berührt 
in jebem Puntte eine bestimmte Kuroe, fie I)at alfo mit biefer eine 
gemeinfame ([angente; bie (brögen x, y, dx, df^rfollen bei ber Kuroe, 
ber (Enoeloppe unb berdangente 3ufammen; bie Differentialg'eidjung 
ber Kuroenfc^ar gilt aud) für bie (Enoeloppe. 

(Be^en toir je^t oon ber Dif;erentialgleid)ung aus; fie fei in ber 

5orm (a) ^^ = /*(x, 1^) gegeben. tDir betra^teten fie bisher als gelöft, 

iDennu)irif)reooIIftänbige3ntegraIgIet(4ung(b)g>(x2^, e)=0 
f^reiben tonnten. 3^%t aber toiffen coir, bog auc^ bie (Enoeloppe 
Kuroenfc^ar eine £dfung ber Differentialgleichung ift ; toir nennen 
^ie finguläre £dfung. tlac^ früt)eren Unterfu(^ungen (S. 8f.) 

ieni»irfie,ittöcm(oitaus9>= Ounö ||» MeSröBecelbninieccn, 
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fc bQ% nur noc^ eine (ßlei^ung stoif^en x unb y fibrig bleibt Die 
f inguläte £dfung enthält alfo teine tDilltfitH^^e Konftante 
me^r. Sie ift ni<!^t, toie bie partiluläte, nur ein SpesialfaH ber 
oHgemeinen £ofung. 

3ur Si<!^eT^eit toollen mit bies noii analt|tifc^ begrfinben. $a\\tn 
VDXX in ff bie brei (Brögen x, y, c als Deränberlic^ auf, fo gilt, toie 
man fid^ lei^t äberseugt (ogl. S. 30), bie Bejie^ung 

3ft 9 s= 0, f mug auii 

nun folgte na^ Dorausfe^ung aus ber Differentialgleichung (a) bie 
oollftänbige 3ntegralglei^ung (b), in toe^er c eine DDilltfirli^e Kon« 

ftante toar. Hus (b) cntfte^t mi^ S. 30 (d) |^ + 1| ^ = 0, gflittg 

ffir ieben beliebigen, alfo für alle IDerte oon c. Sollen (c) unb (d) mit« 

einanber ocrträglic^ fein, fo muft (e) gf ^^ = fein. Dies ift enttoeber 

babur<^ yx erreichen, ha^ man c lonftant ^ölt ^^ = o); man erhält 

baburc^ toieber bie aQgemeine 3ntegralglei(^ung (KurDenfc^ar), ober 

aud^ babur^, ba| man ^ = fe^t, o^ne ba| c tonftant ift Dieitoeite 

mSglic^feit liefert in Derbinbung mit (b) bie finguläre £ofung (<Ent)e« 
loppe). 

Hnfgaibett. 

ntan beftimme bie Snoeloppen ber folgenben Kuroenfc^aren unb 
toeife nac^, ha^ fie benfelben Differentialgleichungen genfigen coie jene. 

80. jc+c*|^ — c=0. 81. y = — xigc + lsmc. 

(Es gibt nod^ eine anbere tllet^obe jur Auffüllung ber fingularen 
Cdfung; fie ^at bta Dorsug, bog man bas allgemeine 3ntegral ber 
vorgelegten Differentialgleichung gar nid^t nötig ^at 3u i^rem Der« 
ftanbnis brauet man einen einfad^en Sa^ fiber bie Doppeltourseln 
algebraifc^er (Bleid^ungen. Deren normalform ift |a 

/•(x)«=x" + a;c"-^ + t;^-2+ •+ftx + Z=0. (3. S. 65), 
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Sinb i^re IDurjeln a, ß, y "- »tX, fo lann man fie au^ ((^reiben 

f(x)«(x-a)(x-^)(jc-y).-.(jc-x)(x-^) = 0. 
cc ^et|t eine Doppeltoursel, toenn ß^a ift, alfo 

Qlerfflr lann man [einreiben f{x) = (x — «)' • 9 (x) « 0, merm man 
unter tp {x) bas proöuft (jc ~ y) • • (x — x) (jc — A) oerfte^t. (Es ift 

bann f{x)=2{x-a)g>{x) + {x-ayg>'{x). 

Se^t man x = a, fo oerf^tDinbet ieber ber Betben Summanben, alfo 
au^ f (x). Das Kennseic^en einer Doppeltourjel a ber (Bleid^ung 
^(jc)== ift alfo, ba% für a ni(ä^t nur bie 5un!tion felbft, fonbem 
aud^ i^re Ableitung gleich HuII roirb. IDenn 3. B. x* — 3 x' + 4 = 
eine Doppeltourjel ^aben foll, fo mug auc^ gleichseitig 3x*— 6x 
oerf^toinben. Der jcoeite flusbrud ^at bie IDurseln unb 2, ber 
erfte oerfc^ujinbet nic^t für x = 0, u)o^I aber für x = 2, bies ift alfo 
bie gefüllte Doppetourjel; es ift 

/•(x) = x*-3x* + 4=:(x-2)Mx+l) = 0. 
Die fingulfire £ofung einer Differentialgleichung F(x,y,y^) = 
ift, toie rair n>iffen, bie (Enoeloppe ber KurDenfc^ar, toelc^e bur^ bie all« 
gemeine £Sfung (p(x,y,c)==0 befiniert roirb. Stoei bena^barte 
Kuroen, toel^e bem IDert c unb bem toenig Don biefem Derfd^iebe« 
nen IDert Ci entfprec^en, muffen fi^ f(^neiben (au(!^ toenn im Sren}« 
fall Ci — c = roirb), fonft lann Don einer (Enoeloppe feine Rebe fein, 
Stoei Kuroen fc^neiben fic^ im allgemeinen unter einem geroiffen 
IDinfel, ber burc^ bie Hi(^tungen i^rer (Tangenten im S<!^nittpuntte 
(x, y) gegeben ift (Jig. 11). ^at alfo für feben IDert x, y bie Hb» 
leitung y^ nur einen gans beftimmten IDert, fo fc^neiben fic^ bie 
Kurpen ni(^t (Beifpiel: lonsentrifc^e Kreife); es mug fflr ben S^nitt* 

puntt X, y bie Ableitung alfo eine Doppel« 
ober me^rfac^e IDursel fein; b. 1^. es lann bie 

turf prflnglic^e Diff erentialgleid^ung in bie 5orm 
^ tf»^^x<^ gebraut »erben (1/ - u) (^ - r) (^ - a;) • • 
^^^'^^^ to' — 2^) = 0, roorin u, r, u; • • • Sunitionen 

^ oon X unb y f inb. Damit aber eine (Enoeloppe 

e^iftiert, mfiffen bie (Tangenten im S(^nittpuntte 
3ufammenf alten. (Es fei etma u = v, alfo ^at 
unfereDifferentiaIgIei(ä^ungF(x,^,^)bie5orm 
^ Ö/-ii)'Ö/-ii^)- •(2/-z) = 0, fiebefitt 
> für x^y bie Doppeltourjel |/' = ii. 




$\Q. |1. 
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Xlaii unfetem Qilfsfo^ mug bo^et für bas betreff enbe XDertepaat 
ni^t nur F (x, y»y)='0 fein, fonöcrn aud) ber Ausbrud, ben mon 
hieraus burd) partielle Differentiation nac^ y^ er^dtt ; für bie (Enoeloppe 

gilt gleidiseitig (a) F (x, ir. |/) = unb (b) ^-^^f^ = 0. 

Die Differentiation ift babei natürlid^ fo QU$3uffiI)ren, als ob ^ gar 
nichts mit x unb y 3U tun ^&tte, bas ift \a bie Bebeutung ber par- 
tiellen Differentiation. 

man tonn je^t etioa ou$ (a) bie (Br6ge ^ beftimmen unb fie in 
(b) einfe^fu, bann erholt man eine (bleic^ung (o^ne Differentiolquo* 
tienten), bie fflr bie punfte ber (Enoeloppe gilt, unb unfer Siel ift 
erreicht. Selbftoerflänblic^ tann man bie dlimination t)on ^ ouö^ 
auf irgenb einem onbern tDege vornehmen. 

aisBelfpiel Ratten wir oor^er (S 37). F=|^— jcj/'+m(f/)*=0. 

^ier ift fj, = - jc + 2my\ alfo i/= ^- Diefer IDert gibt, in bie 

gegebene Differcntialglei(!^ung eingefe^t, (toie oben) 1^ — ä^ = 0. 

Bei lonsentrif^en Kreifen ift x* + if* = r*, alfo lautet iljre Differen- 

tialgleic^ung |/' = Da 3U jebem IDertepaar jc, |^ ein pollig 

beftimmter IDert ^ gehört, fo ift feine (Enoeloppe mdglic^. 
Derfu(^t man unfer stoeites Derfa^ren ansutoenben, fo liefert bie 

dP 
(Blei^ung ^^ = als 5orberung für bie (Ejiftens ber (Enoeloppe 1 = 0. 

€ine bünbigere 5orm ber Ablehnung tann man \\ii taum oorftellen. 
9ttfpiel 26. €s foll bie allgemeine unb bie fingulöre £dfung ber 

Differentialglei<!^ung y — xy^^— gefunben toerben. 

XDSre /= 0, fo toürbe man y=^cx als allgemeine £ofung finben. 

Das legt bie Dermutung nal)e. öag au^ bei beliebigem / bie (brö^ey 

eine ät)nlt^e Struttur jeigt. IDtr fe^en oerf u(!^su>eif e y= ex + d, 

Ic 
bann ift nac^ ber Dif f erentialglei(i^ung y-^cx^ — - — = • Der *^— 

fuc^ ift geglüdt. 3ur Dereinfa^ung tann man c= — tg9> fe^en, ., 
toirb 2^» — xtgg) + /sin 9>. XioA^ Aufgabe 5 \fiX bie (Enoeloppe b^ 

J. 2L 1. 

$erabenf^ar bie (bleid^ung x> 4 ir '===/' ^ 
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dF 
Das swelte Dctfa^rcn (F = 0» ^p == ö) '^^f ^^ **^ (Biegungen 

(b) -X / j:p^pp 

Curc^ Umformung et^ält man 

3 



3 / T^ 



(C) tor=— T^ 



•* 2 1 



Sctit man (b) In (a) ein, fo ergibt \xiiy — xy* — — l»x^y^ ober 

(d) (2^')*= "X7T — 5r«' ^^^ Elimination oon y' gef(i^le^t, 

inbem man (c) mit (d) oergleic^t — y — = 3_i 1 — T\ä* 3ett Ift 
(/ »^ - x^)' = y\ alfo x^ + 1^^ = /^ (ogL Huf g. 8 1 ). 

2Iuf8abeit. 

83. (Es foll 6le allgemeine unb bie flngulare £ofung bet Dlfferen« 
tlalgle^ung yy' (^ — yy') = a* gefunben toetbem 

84. IDle I)elgt bie finguläre £dfung ber (Biegung 

y y y 

86. y' (yy + xyy' + ^^:il = 0, 
86.m(x + pi^') = 2/Ml+fe')n. 



42 IV. <5rap^{f(^e llS^erungsmet^oöen 

3n einigen $&Vltn tann man Dotausfagen, bog bos Huf fu^en einer 
finguläten £dfung ein nu^Iofes Beginnen ift 

5e^lt in einer Differentialgleichung erfter ©rbnung bie (Bröße y, 
fp ^at fie bie Jorm F(x, y^)=^0. Qieraus fann man y' als Junttion 
oonxbeftimmen; es ergebe fi^ y^^fix). Die 3ntegration gibt bann 
y als 5unltion Don x; y=^(p(x) + c. Die l)ifferentiation nac^ bem 
Parameter c tDürbe bie toiberf innige (Bleici^ung 0»= 1 5utagefdrbem; 
in ber (Eat tann ein Sqftem Don Parallelturoen leine (Enoeloppe ^aben. 

Bei ber linearen (BIei(^ung y' + yX^+X = (S. 15) ift für 
{eben Puntt jc, y bie (Bröge y' pöllig einbeutig beftimmt, au^ biefer 
([qp ^at teine finguläre £öfung. 

■ 

IV. (5rap^if(^e ttS^erungsmet^oöen. 

Die bisherigen ütet^oben geftatteten uns, getoiffe Klaffen pon Diffe- 
rentialgleichungen ansugeben, bie fi(!^ „tiCLtt" be^anbeln laffen, in btmn 
y als mat^ematifc^ genau befinierte Sunttion von x gefunben mixb. 
(Ebenfo mit in ber 3ntegralre^nung foI(^e genauen, aber ettoas eng* 
^ersigen Derf a^ren bisweilen oerfagen, fo ift es in no^ ^oberem Itlafee 
bei benDtfferentialglei^ungen. Dort toanbten mir Itä^erungsoer:? 
fahren an, bie mit bem Dorteil ber allgemeinen Ann)enbbar!eit aud^ 
noii^ btn ber.geometrif ^en flnf (^auli^leit oerbanben ; ^ier f oII es ebenfo 
fein. (Be^en toir junad^ft auf bas Problem ber 3ntegralre^nung surfidE! 

IDir befc^Sftigen uns junöc^ft mit ber gtapl^if^eit 3tttegrati01t; 

b 

b. fi. mix fu(i^en ben IDert bes 3ntegralsj/*(jc) dx bnxäi 3eic^nung 

a 

3tt finben. Dos folgenbe Beifpiel foll feiner ^eroorragenben p^tifi« 
!alif(^'te(^nif(^en Bebeutung toegen etwas ausführlicher be^anbelt 
xotxbtn, als ^ier unbebingt notig toäre. 

Beifpiel 26. Distuffion ber piandf(^en (Energieglei^ung. 

Die genauere Bebeutung bts Begriffs „^i^voaxiet Körper" möge in 
p^t)fifalif<^en te^rbüd^ern na(^gefel)en werben.^) ^ier fei nur bemetlt, 
bog er nid^t buntel im getDö^nIi(^en Sinne 3U fein brauet, fonbem 
bur^ intenfioe Strahlung unferm fluge fogar fe^r ^ell erf(ä^einen lann 
fluc^ bie Sonne !ann mit großer Annäherung als ,,fc^toarjer" Körper 
im Sinne ber mobernen P^qfif aufgefaßt toerben. 

l) Dgl. 3. B. Steiner, populäre aftrop^fif. 
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Serlegt man burc^ ein Prisma bie Strahlung eines fd^toarjen Körpers, 
fo erhält man ein lontinuierlic^es Speftrum. 3n biefem S^tbenbanb 
orbnen fi^ bie Oc^tarten nac^ i^rer tDellenlänge. Die bur(^ ein Bolo« 
meier ju meffenbe 3ntenfitat ifi aber nic^t f fir alle Sorben gleich grog, 
fonbern ber Streifen, toe^er 3n>if(i^en ben IDellenIfingen Xunbl-^^ dl 
liegt, er^SIt naii piand bie (Energiemenge 

dS =iJdl=^ — — tttt! — - dL 

Darin ift T bie abf olute Temperatur ((Eelfiustemperatur + 273^, 
c » 1 4 600, wtm bie IDellenlänge in Itlitron (Viooo mm) gemeffen 
toirb, unb C eine Konftante, meli^e burd^ bie Oerfu(^sbebingungen 
gegeben ift. $iq, 1 2 ftellt bie Hb^ängiglett stoif^en J unb l bar ffir 
C= 1, r= 6500 (Sonnentemperatur). Die (befamtftral^Iung bes 
f^ioarsen Körpers toirb bur^ Od^tarten aller IPeÜenlfingen ^eroor« 
gebraut, fie ift alfo 

S 



Jg> 00 



tDin man bie Strahlung nur für bas (bebiet ^aben, toeld^es htn tDeKen« 
langen X^ bis X entfpric^t, fo ^at hcs 3ntegral biefe (Brensen ftatt 
unb oo. 
3ur Bered^nung t)on S fefeen wir (r fei fonftant) cjX T = x, alfo 

^^4x^dl^-~ Dann toirb S= ~P /^' ^^^ "'^^ ^^^ 



3ntegrals ift eine Konftante, bie toir A^ nennen unb fpdter ermitteln 

toollen; es fei femer -4^ gleich ber Konftanten c gefegt, bann ift 

S = tf r*. Die (Befamtftra^Iung eines f c^roaräen Kör- 

J />. pers ift alfo ber oierten potens feiner abfoluten 

^'^ / \ (lemperatur proportional; fteigert man bie ab^: 

Q.2 I \. folute (Temperatur einer Bogenlampe auf hos 

I N. Doppelte, f roirb fie nid^t boppelt, fonbern 

0*1 I ^^>^ 1 6 mal f ^ell feuchten. 



^' 0-2 0^4 0-6 0^8 1 V2 M 1-6 V8 2^0 2^2 2'4 X(in Mi-- 
ultra- violett gelb rot ultrarot *^^^^ 

violett 
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(Es CDerbe beiläufig unterfuci^t, für toel^e tDellenlänge bei einem 
gegebenen IDerte pon T bie Strahlung maximal ifi Dann mug 

;L*(e^/^^-l)cinminimumfein,aIfo5A*(e^/^^-l)-^^^/^^a'^=0, 

woraus fi^ Uid^i ergibt ^^/^ 7- (5 « ^/;t 7) = 5. tDlr fehlen clXT^u 
unb finben ^^ (5 "- u) = 5; hieraus erhalt man burd} llat^erungs* 
mett)oben, bie in ber ,»I>ifferentiaIre^nung'' bargelegt n)urben, u =- 

= 4,965; Ar = ^, Ar= 2940,5 (U)ienf<^es Derf^iebungs- 

gefe^). ntan fie^t, bag mit toaci^fenber (Cemperatur ber tDert Don 
A, toeld^er ber 1Tta;imaIftraI)1ung entfprid)t, tleiner üoerben mug, ent^ 
fpret^enb ber ([atfad)e, ha^ glüi)enbe Körper Don geringer Temperatur 
oor5ugsa)eife rotes £i^t (gr gelDellenlange!) ausfenben, bei^ö^erer 
gelbes uff. Bogenlampen Don fe^r ^o^t Temperatur tofirben alfo 
unfer Auge burc^ bie Dielen oioletten Strahlen balb belästigen, ia 
fd)äbigen. f)at man etma feftgeftellt, bag ein glfif^enber Körper bas 
Ulajimum feiner (Energie bei X = 0,589 (IDellenlänge ber gelben 
natriumlinie» 0.000 589 mm) ^at, fo folgt baraus, bag feinerem* 

peratur r= ^J|| « 4992 = 4719« C ift. 

Se^t man in ben ftusbrud für J hzn eben ermittelten tDert A = — jr ein, 

fo ergibt fid^ als Betrag ber ntajimalftra^Iung Jmax = -7Tij — v- 

l)aaber^»=5|^,aIfo^«-l-5^ift,fomlrbJ„ax-^^^^^ 

^ler ift alles aufeer T fonftant, alfo Jmax^k ^^• bie BTajimalftra^Iung 
ift fogar ber ffinften Poten) ber abfoluten (Eemperatur proportional. 
IDtr moKen je^t bie (Befamtftra^Iung S unb bie (Eeilftrat^Iung, mel^e 
bur^ bie (Beb ete X = 2,Z(i bis 3 jn unb X = 3,9 ft bis 4,7 ß begrenst 
mirb, beregnen. 7 fei glei^ ber abfoluten Sonnentemperatur 6500. 
(Es finb olfo bie 3ntegrale 

A.= j ^— . A.^J ^-^. A,^J ^— 3«fmt.en. Da*=c 

Xo x% 

2»246 ... . ,. 2,246 r^^Aon 2,246 ^^ 

= -^ ift, fo wirb Xo = -~~ = 0,7487; jc, « "2,3""^ °'* 

X,« 0,4779; x, = 0,5759, 
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F Q i' 

"^^ mm man Jf{x)dx 

j,^,,^ beregnen, fo muß mon 

3unäd)[t bie S^it^on 
F{x) flnben, tDeId)e ber 
Bebinguns genügt, bag 

F(a:,)-F(je)basge. 
fuii)te 3ntegral; geo» 
tttetiift^ isUb es buid) 
bie $(ä(^e bargrfteUt, 
n>elti)e oon 
berXfl(^fe, 
bei Kuioe 
B = /• W 
unb ben im 
Abltanbex, 
unb Xj 3« 
(Dibinätfnac^fe gejogenen paiallelen begrenjt toitb. 

tf = fi.x) (ei but^ bie Kurce ft = Oi t>, c, di ^, /", g" (Sig- 1 3) bot- 
geftelll; mir fud)en i!}te ^ntegtaituioe }}=F{x), toelc^e i( benannt 
unb in bas obere flci)(entreu3 eingejeidinet roerben möge, um Der« 
medifelungen mit ber gegebenen Kuroe ju veimeiben. 3ebe i^rer (Drbi- 
naten i^l bann gleich bem bis ju biefei Oibinate reit^enben 51ä(4«t- 
intfalt, ber Bon k begrenst tsirb. 

U)ir eiferen k \t%t butc^ eine 5ig-J^i. toeldie butd) einen treppen' 
fdrmig gettaltetrn Ctnienjug aa,btbsCidgdififa begrenjt toirb, 
olfo lEidjt in Re^teife seil gt »erben fann. Ulan eueiä^t bies, inbem 
man buid) ben Antangspuntt Qj, ben (Enbpunit g unb ben ^ö<^flen 
Punft c, ber Kuroe k parallelen jur Xfldjfe jie^t unb jroif^en biefen 
nad) Bebarf raeiteie parallelen. 3n ber linlen t}älfte ber $iqm tourbe 
DOn abgefel}en, rechts rouibe in millffirlic^em Abftanbe oon ben 
.'enjgeiabfn if, ff eingefügt. 

3e^t jit^t man bie (Diblnate bbg nac^ flugenmog fo, bog bie linfs 
I rechts Don it)i liegenben ^rDreiede" a, b, &i unb b^ b, c, möglic^ft 
(^engleii^ tlnb. Dann i[t a c c, bi di a ■=> a c c, b, b, a^ a. Die 
ette 5Iäd)c ^t bas fif)taf{ierte Dreiect b, Cj b, 5u Diel, aber bas 
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nid^t fil^raff terte a^ b^ b^ 3U wtniq. Auf ber re<!^ten Seite mug man, 
toeil eine QilfspaTQlIele oor^anben ift, au(!^ eine ®rbinate nte^r ein* 
jei^nen, man lonftruiert dd^ unb ff^ fo, bag bas anliegenbe |(!^taf» 
flerte Dreied gleich bem auf ber anbttn Seite anftogenben nid^t f d^taf • 
fierten ifi Ulan ertennt {e^t f of ort, ba^ bie gef amte f (^raff ierte SlSd^e 

glei^ ber ju berec^nenben, alfo ilAiiffix) dx ift Statt aber bie ein* 

3elnen Red^tede 3U bered^nen unb ju fummieren^ lonftruiert man ein 
Polqgon, toelc^es bie 3ntegral!un>e Ki ber I)ilfsfl&d^e ki ift 

Da3u nimmt man irgenbtoo auf ber XA^fe (3tDedmägig auger« 
^alb ber 5^9^^) ^^^ Pol ^ ^^r trögt pon i^m aus na(^ red^ts bas 
Stfid PQ glei^ ber (Einheit ab unb errichtet im (Enbpuntte bie Sent 
reifte. 3^re £ange fei 3unä(^ft glei^ ber oertitalen Seite bes erften 
Red^teds aa^ Rtan erhält fo ben IDintel a, befiniert burd^ bie 6e« 

3ie^ung iga^-^^aa^. Durd^ A 3ie^t man bie Parallele 3U bem 

freien Sc^entel oon a. Dann ^aben toir bie Anfangstangente ber 3n« 
tegralturoe Kt, n)eld^e 3U ber fd^raf fierten Slöd^e gehört, benn bie 
dangensfunttion bes Steigungstointeb ift gleid^ ber 3uge^5rigen (Dr« 
binate i^on k^ Da biefe Orbinate fid^ nid^t Snbert, u>enn x t>on a bis 6 
raanbert, fo bleibt au(^ ber SteigungsQ)inteI ber 3ntegraIIurDe ton« 
ftant, mithin ift beren erftes Stfld eine (berabe. 3^re (Enbpuntte roerben 
erhalten, toenn man in a unb b Sentred^te errid^tet 3n ber Sat ift 
beren (Enborbinate gleid^ abigcc {mit aus bem oberen tieinen Dreied 
^erDorge^t) unb ba tg a nad^ Uonftruttion gleid^ aa^ ift, fo erholt 
man ab- aai, unb bas ift gerabe ber 3n^alt bes erften Red^teds. 

3e^t trögt man in bie polfigur bie Sentred^te bb^ ein. Die Par* 
allele 3U i^r burd^ ben 3ule^t erl^altenen puntt ber Sntegralturoe 
gibt beren S^rtfe^ung; fie reid^t bis 3ur flbf3iffe Od. $äffd man fo 
fort, fo ertennt man, bog Ki ein leidet 3U lonftruierenber 3ug oon 
(Beraben ift, nömli^ ABDFO. 

(Es ift tiar, bag biefer £inien3ug Ki fi^ um fo me^r ber3ntegral« 
turoe K annö^ert, {e gröger bie 3a^I ber Stfide ift, in roeld^e man k 
3erlegt. Die SeicJ^nung ber 3ntegraRurDe roirb aber nod^ babur^ 
erleid^tert, ba^ man auf Ki getoiffe puntte angeben tann, bie aud^ 
glei^3eitig K angehören. Die bur^ einen berartigen puntt ge^enbe 
ierabe Don Ki ift gleid^3eitig Sangente an K. 



^rap^if^e Sntegtatton 



4? 



Der B^ioeis ift leicht .geffll)rt. 3ur Abfstffe x möge bei k bie ®r« 
btnate y» bei /S?i bie Orbinote y^, bei /( bie ®rbinate y, bei K^ bie 
©rbinate y^ gehören. Die flbfslffe von a fei Xa , bie uon 6 x^ uff. 
Da bei a fotoo^I k coie /^^ beginnt, fo ift bie suge^Srige 5Iä(!^e bei k 
unb fti gleidj 0. alfo y=y, = (Punftil). (Es ift y' = aa, unb 
ebenfo yj' = aci nac^ bet Definition ber beiben 3ntegTaItttroen. Diefe 
felbft, foroie i^re (Tangenten fallen für x= xa jufammen; b.ff. AB 
ift bie flnfangstangente von K. 

Sfir xc ift bie Släclje accibi a^ na(^ Konf truftion glei^ acc^b^ b^ fli, 
alfo mufe au^ für biefe Hbfsiffe y= yi fein. Da bie (Enborbinaten 
Don k unb k^ gleic^ finb (cci) unb jebe Don i^nen glet(!^ bem Steigungs« 
mafe ber juge^örigen 3ntegraIfurDe (Y unb y/) jftr fo ^aben K \xnb K^ 
auc^ ^ier eine gemeinfame (Tangente. Diefelbe Überlegung tann man 
anösi für htn (Enbpunft g unb ieben S^nittpuntt ber Kurpe k mit 
einem toageredjten Stfld oon k^ aufteilen. 3ebe (berabe ht% £inien- 
juges jFfi ift alfo eine (Eangente an /f; ben Berü^rungspunlt tann 
man na^ ber eben angegebenen Regel lei(!^t f inben. 3^it lägt fi(^ 
/f mit großer (Benauigteit seidenen. rx^dx 

IDenben wir unfer Derfa^ren auf unfer 3ntegral (S. 43) / -7— 


an (5i9- 14), fo finben toir bur^ Seid^nung htn tDert 6,5; ber genaue 
tDert ift u)ie man bur(^ nä^erungsmet^oben I3. B. bie Simpfonfc^e 




5f9.I4. 
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Regel, 3. S. 76 unö 8 1 ) leicht beftätigt, 6,4939 • • • . [5fir jc» erf^eint 



— in 5er unbeftimmten 5orm -^^ es tft aber ^ 



l=*+y+ 



1 + 1 + 



, alf ift für X = 5er toa^re IDert 5e$ Bruces 0.] 



3n $\g. 1 5 ift 5iefelbe Aufgabe ettoas anbers gelSft Cntbe1)rl{^e 
Hilfslinien finb fortgelaffen. Die gegebene Kuroe un5 5ie3ntegrat 
turoe fin5 auf 5asfelbe flci}fenfi)ftem besogen, um pia^ 3U fparen. 
(Es finb mtlfc Parallelen geseid^net. tooburc^ man mei)r Puntte un5 
([ ngenten 5er 3ntegraIturoe erhalt. <En5Uc^ ift 5er IlTagftab Der* 
Snbert. Die (Dr5tnaten iDUT5en namlic^ in 5oppeIter (Bröge auf' 
getragen. Da5urc^ tonnen 5te Sc^nütpunfte oon k mit 5en parallelen 
genauer bef timmt werben. tDäre nur 5iefe fln5erung getroffen iDor5eni 
fo mfigte man 5ie <En5or5inate 5er 3ntegralturDe 5urc^ 2 teilen, um 
5en magren IDert 5er S^^^^ 3^ erhalten (Es ift aber glei(i)3eitig 
bei 5er Polfigur 5ie (Einl^eit 5reimQl fo grog angenommen tDor5en 
CDte bisher. Daburc^ mixb pia^ gefpari es wirb ie5e ®r5inate 5er 
3ntegraIturoe 5reimal fo t.ein toie Dorber. tDäre 5iefe flnberung 
allein erfolgt, fo müßte man je5e ®r5inate mit 3 multiplisieren. Bei 
Berfidfic^tigung beiber fln5eTungen mug alfo je5e abgelefene (Bröge Y 
burc^ niultipl tation mit -f- auf 5en richtigen IDert re5u3iert toeröen. 
5ür 5ie Sd)lu6or5inate liefert 5ie 5ig* 15 5en IDert 4,4; 5er iDat)re 
IDert ift 5al|er 6,6. 

(Es ift 3U beachten, bog 5ie (Senauigteit ^ier infofern großer ift, 
als 5ie 3ntegraIturDe aus me^r Puniten un5 Sangenten als oor^er 
tonftruiert u>er5en muß fln5erfeits fin5 mel)r f^ilfslmien nötig, fo 5ag 
5ie tieinen Seid^enfe^Ier fid) fummieren tonnen. Der en5gfiltige 5ci)Ier 
coirb bei 5er Itlultiplitation 5er 0r5inate mit 1 ,5 no^ um 50 ^/o er^ö^t. 




/3 
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Sinö bte Abfsiffen im Derl^ältnts a : 1 oergtSgert, bie (DxhU 
naien im Det^ältnis 6:1, coa^It man femer als f}ori3ontaI« 

linie ber Polfigur nic^t I, 
fonbern c, \o ^at man an ber 
Ablefung Y btn Rebuftions« 

faftor ^ an3ubringen; bos 

gcfucj^te 3ntegral ift ^ Y. 

0.9766 




oyWWiJi 



IDin man etwa il,= Ari^ 



5<0.I6. 



■■ 



-•«P* 74S7 

beregnen (Jlg. 16), fo ift 
es stDetfmdßig, für eine 
(Einheit ber (BrSge J 10 cm 3^ toä^Ien, ebenfo ffir eine A« (Einheit 
niad^t man bie polftrede PQ = 5 cm unb lieft ftets cm ab, fo ift 
fl= 10, fe= 10, c=*5, alfo berRcbuftionsfaftor^. Äk €nborbinate 
ber 3ntegralturpe finbet man 2,16 cm, ba^er ift h^ gefuc^te 3nte« 
gral A^ = 0,108. Sfit A^ (®ren3en 0,4779 unb 0,5759) ergibt 
\\i\ 0,021. 

Die Stra^Iungsenergie, meldte 3n)if^en 1 = 2,3 unb X = 3, fotoie 
3mif(^en l = 3,9 unb l = 4,7 liegt, mirb oon ber Ko^Ienfäure ber 

(Erbatmofp^are abforbiert Die gefamte Sonnenftra^Iung ift —^ A^^ 

mobei r« 6500 unb c« 14600 ift; ber abforbiertelEeilift fj (ilj+ilj). 

(Es ge^en oon ber Sonnenftra^Iung bur^ bie Ko^Ienfäure ber £uft 

10o.^^^iA=27o üerloren. 

nimmt man 7=2000^ (^[emperatur bes f(!^mel3enben piatins), 
fo ift bie fpettrale (Energieoerteilung aus $ig. 1 7 etf i<^tli(^. IDegen 
ber gan3 abroeiij^enben Oer^ältniffe mußten bie magftäbe ber A^fen 
geSnbert toerben, fo h(3^ 
'' fti^t unmittelbar mit onQoVt /v 5««- ". 

.12 Derglei^bar ift. 

» ntacimum ber (Energie« 

^lung, toeldies bort bei 
0,45 lag, ift ^ier na^ 
1,47 oerfd^oben, es liegt 

(5 589: ClnöoiD, D{ffcrciiHaIgIcid)ttnaeit 
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alfo im Ultratot Die «efamtencrgie ift ^ier S = (j^)*- -Ai = 

= 0,002287, wa^renb fie öort 0,2550 war, (§^)*= in,6 mal fo 
grog. Die 6ur^ öie Ko^Ienföure abforbiette (Energie ift ^ier 

^ = (i46Öö) / ^^^"Hi46Öö) / ^r:^-Daserfte3ntegraIfeiß„ 

bas siDeite £3. ffibiDo^I 6ie IPellenl&ngen biefelben fittb, toie bei ber 
Sonnenftra^Iung, finb lo» 61» ^» Is ^on Xq, Xi, x,, x^ oerfc^ieben, btnn es 

ift X (ober J) = jy unb r ^at ^ier einen anberen IDert Ulan erhält 

^=^=2,433; 6, =2;!^= 3,174; ^,=1,553, l,« 1.872. 

Dann wirb B^ = 1,046, B^ = 0,351. Die abforbierte Strahlung ift 

^ier 100 • ^^^^ = 21,5 7o. Sie läfet fi^ bur^ EaboratotiumsDer- 

fuc^e erfahrungsgemäß feftf teilen; babur^ lann man bie begrensenben 
n)eIIenISngen finben unb, ift bies gef(!^e^en, bie Dotier angeftellten 
Überlegungen über bie flbforption ber Sonnenftra^Iung anftellen« 

Hufgaiem 

87. Cs foO bie IDellenlSnge ermittelt caerben, welche bas Speltrum 
in 3n>ei glei^ftart beftra^lte (Bebiete serlegt. 

88. IHan jeici^ne bie (Energieturoe fflr oerfc^iebene lEemperaturen 
(bie man 3una4ft inabfolute Temperaturen umrennen mug) unb oer« 
gleite fie mit btn Abbilbungen p^qfitalif ^er £e^rbüd^er (3. B. £ontmeI). 

89. IDo liegt bas nta;imum ber Strahlung ffir 540" (bunlle Rot« 
glut), 700^ (^elle Rotglut), 1200® (DJeilglut), 1350® (St^melspunlt 
bzs Stahls), 3600® (Bogenlampe)? 

90. (Ein neuerer IDert ber Raturtonftanten c ift 1 4 200. tDie änbern 
fi<!^ baburiS^ bie bisher erhaltenen (Ergebniffe? 

6rap^ifd^e3iite9rat{0tt90ttt)ifferetitial9lei4iin9eR. 

BeifpUl27. (Es fon bie Diff erentialgleli^ung || = |^ grap^if(i^ 

gelöf t iDerben. Diee^atte £5fung ift ^ier bur(^ Trennung ber Dariabeln 
fel^r lei^t ausführbar; fie ergibt y = e''^^; man tonn fie benu^en, 
um bie (benauigleit unferes Derfa^rens 3U lontrollieren. 
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tQii tDtffcn, bog bie Cöfung bei »orgelegten Slei^ung eine Kur* 
nen|(^ar fein muß; ie&e elnjäne Kuroe tft feftgdegt, »enii man 
fotiieit, baß (ie bm^ einen befttmmten Punft ge^tn foll. XDlt fe^n 
ntlltürlid) feft, ta^ btt ßnfangspuntt bte Kooiblnaten x—0,y = l 
tfabm foIL jüt f^n ift no^ bet Differentialgleichung g/ = ;, = i ; 
b. f). bie Kunientangente ftelgt unter bem IDinfel = 45" gegen 
bie X -flirre an (tg45°= I). (Sef)en wir auf t^i ein deines Stad- 
eln nelter, fo entfernen mir uns nid)t merflic^ oon ber gefu^ 
ten KunM. IDir machen Qalt unb meffen bie neue (Drbinate y. 
Sie liefert uns ^ für bas näd)fte Kuroenelement Duri^ tDieber» 
^lung bes Verfahrens ISnnen mir bie gefuc^te £inie beliebig meit 
Dtrfolgen, 

<E$ ift jmtdmSfiig, menn mir als tDerte non g bie (Srdfien 0; 0,5; 
I ; 1 ,5 ufm. annehmen, bamit uns im Oerlauf ber Sei^nung bas titeffen 
ber d)rbinaten(Sig. 1 8) erfpart bleibt; mir jei^nen alfo gleii^ anfangs 
bie 0erabenf (^or y = p, inbem mir bem Parameterp bieeben genannten 
tDerte beilegen. 

fluc^ ben SteigungstDtntel lönnen mir ft^neller burt^ Sei^nung, als 
buri^ Red)nung ftnben; mir legen uns nur eine polfiguc (S. 46) an. 

IDir ge^en alfo oon bem punfte x=0, 
y = 1 ous. Do er auf ber ffierabcn 
p = 1 liegt, fo jie^n 
n>ii bur«^ ben An- 
fangspunft bie Par» 
allele 5UPI, bis bie 
fotgenbe (Berabe, p = 
1,5, t|ef(E)nitten mtrb 
(Punit II). liier jle^en 
mir bie Parallele ju 
P 1,5 bis III; ieftt 
lommtbieparaUele ju 
P2anbieRel^uff. 

3ur Prüfung jeid)» 
nen mir bie genaue 
Kuroe. Damit y = 
e* + " für bie IDerte 
j: = 0, y=l gilt, 
muß I = 6° + ', 
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alfo c= fein? 1^ == ^. Der Dcrglei^ le^rt, öaß unfcr 
£inien3tt9 f^io&(!^eT als bie nötige Kuroe fteigt. Da g^' ^y, 
fo ift g" = i/ « 1^, 6. ^. unfere Kuroc Ift, wcUi^pofltfo ift, 
ftets tonlao. IDlc Stg. 19 selgt, ift in öicfcm SaD öic 
mittlere Steigung ber Kuroe, 6. ^. öie 5er Kuroen^ 
fe^ne, groger als bie ber Anfangstangente unb 
geringer als bie ber (Enbtangente. Ulan er^SIt 
alfo bei unferem Derf a^ren im oorliegenben 
Sali eine ju fc^ioa^ anfteigenbe £inie; 
trägt man aber im Anfangspuntte 
(p==l) bie ju p= 1,5 gehörige 
äangente an, im S^nittpunlt 
mit ber parallelen p » 1,5 

bie 3U p = 2 gel^Srige, uff., 

fo fteigt ber Ciniensug iu ä b 

ftarl; ber toa^re Derlauf ber ^^-^^ 

Kuroe liegt jtoif^en btn beiben poIi)gonen. 

3m allgemeinen 5<^ne I5ft man bie oorgelegte Differentialglei(!^ung 
naii i/ auf, fo h(^ fie bie jorm ^ = /*(x, y) annimmt. IHon jerlegt 
fie in jioei Gleichungen, nämlic!^ 0) l/ =P ^^^ (2) f{x, y)^p. Die 
(Blei^ung (2) lägt fi^ geometrifö^ burd^ eine Kuroenf^ar barftellen 
(imBeifpiel 27 erhielt man eine S^ar oon parallelen 6eraben); gibt 
manp einen f pesiellen IDert, f o greift man bamit eine b e f t i m m t e Kuroe 
heraus. 3ei(^net man eine jtoeite Kuroenfc^ar, 0)el(!^e bie £ofung unf erer 
Differentialgleiii^ung barftellt, fo voixb fie jene Kuroe in oielen puniten 
fi^neiben. Da in btn Sii^nittpuntten fiberall p^/^Cx, 2^) ift unb bap ben 
Differentialquotienten febes (bliebes ber ßtoeiten Kuroenf^ar ffir bm 
IDert X, y barftellt, fo tann man bie Richtung ber gefugten Sangente 
mit Qilfe ber oben angetoanbten Ilebentonftruftion (Dreied PQR) 
finben. Das Derfa^ren ift ba^er genau basfelbe n>ie in Beifpiel 27, 
nur bog ftatt ber parallelen (Beraben eine Kuroenf ^ar auftritt 

(Es braucht ni^t befonbers betont 3U votxbvx, ba| bie IDerte für 
p ni(^t 0}ie bort in glei^mSgigen Abf täuben auf einanber folgen müf " 
entfernen fic^ bie Kuroen ber Sc^ar 3U mtü ooneinanber, fo wirb 1 
(brSgen oon p etnfd^alten, rfiden fie 3U eng 3ufammen, f barf r 
Parameterioerte auslaffen. 

3n ber „Praltifc^en Änali)fis" oon fj. 0. Sanben finbet fi(i^ ein . 
fahren sur Derbefferung ber Hä^erungsfuroe. 
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•1. (Es fon bie Kuroe nS^erungstoeife gejeic^net toerben, toel^e 
bet Diff erent{alglei(!^ung j/= x-^y genügt unb oon bem puntte Xq = 0, 
1^0= ausgebt 92. lHanbe^anblecbenf 09^= jc + \y; Xo== ;ffo« — 3. 
DesgL y'=^y-e';xo'=^0; iro = ^- 



•*• i/^ yp^, ? ^0 = 0,5; ffo = 0. 

V. numetif(^e ttfi^erungsmet^o6etL 
A. £9fittt9 Ht«t poteitsrei^ett. 

(Dft lägt fic^ bie 5unttton, loel^e einer gegebenen Differential* 
glei^ung genügt, bur^ eine potenjrei^e y^a + bx-\'cx^ + ex^ 
+ /"je* H barftetlen. Se^t man biefen IDert pon y in bie Diffe- 
rentialgleichung ein, f ntug beren linf e Seite ber xeäiten ibentif^ gleich 
toerben, unb bas ift nur ntSgIi(!^, toenn bie entfpred^enben lonftonten 
Koeffijienten linls unb re^ts gleii^ finb. 

HIs Beifpiel biene Aufgabe 9 1 . Qat 2^ bm eben genannten IDert, f ift 
l/ = 6 + 2cjc + 3«Jc* + 4fx* + ---. flnberfeits ift 

x + y^a+{b+ l)x + cx* + ex^-] • hieraus folgt 

b = a; 2c=b + 1; 3^ = c; ^f=e uff. Ulan lann alle (ßrö- 
gen burc^ a ausbrüden unb er^&It 

l,-(a+l)+(a+l)x+^*»+^*»+^**+--x-l 

» = (a+l)«*-*-l =*«*-*- 1. 
ntan fie^t au^, tuKtrum a aus unfein (Kleidungen n{<^t beftimmt 
iDerben tonnte; es ift Me tBintfirli^ 3nte9tationstonftante. 
'^an (e^anile na^ bem eben bef c^tiebenen Oerf a^ten bie Huf gaben 

5- S = f- »•.»' + i^ = "^- «../»-f . »8. ^J = ,-f. 
rtnibeiftanb proportional öer erften poteiQ 6er (fofc^ioinöigleit, 
Beifpiel 8). Die anfangsgef^toinöigleit fei 0. 9». ^ == ^ - ^^ 
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dl) u' 

flttfangsbeöingung wie oorl^er. 100. ^^fl' — jp» flnfangsbebin« 

gungctt wie Dörfer. 101. y' = ^+ i, 102. y^^\' 

(Eine Uloöififation 5e$ thtn Bef^riebenen Derf al^rens möge folgen. 
3ft y eine Rei^e, 6ie na^ Potenjen oon x fortf^reitet — eine fln» 
nal^me, bie ni^t immer sutrifft — , fo gilt bie Itlac £aurinf^e Jotmel 

Oft gelingt es, f (0), f (0) uff. ous ber Diff erentialglei(3^ung auf 
einfädle IDeife 3U bilben. 

3n aufgäbe 96 ift 3- B. i/ == ^ -|^. hieraus folgt y" = ^ - 1/ 
= ^_(^_^)=^. Dann ift aber 2^'"=^'=^ _^.^iv=^/=,^tt||, 
Se^en roir f cft, ho^ fflr jc = bie (Broße y htn IDert a annehme, fo 

ift/"(0) = a;r(0) = l-a;/^"(0) = a;r(0) = l^a;r(0) = a 
uff. Ulan erhält bal^er 

3ebe Differentialglei(i^ung erfter ®rbnung lägt fid^ auf bie 5onn 
j/ = 9 (x, 1^) bringen, CDorin q> eine bef annte Sunftion ift. 3ft |^ = a 
fflr ben IDert x = belannt ober tDillffirli^ gegeben, fo läft fid^ 

y^^ SS tp (0, a) unmittelbar bered^nen. S^^^'^ tft |^" = ^ + ä^ • ^'; 

lf" = g^ + g^-9 (jt,|/); g" ift toieber eine belannte S^nltion oon 

X unb y^ bie toir lurs mit if; (jc, [/) beseid^nen toollen; y^\ = tf; (0, a) 

ift bere(^enl.at. y"'^^^^^f^.^^^-^y-f^^ix,y)v\\. Di^Hn- 

toenbbarleit biefes f^einbar fe^r allgemeinen Oerfa^rens f(^eitert aber 
oft baran, ba^ y nic^t hta Dorausgefe^ten einfachen Aufbau befi^t- 

es ISnnen (Broßen öon ber 5orm Yx, -, Inx uf». auftreten, bie eil 

(Enttoidlung ber oorausgefe^ten Art nid^t geftatten. Au^ ift meifteti 
bie 5tt«ftion q> (x, y) f o bef d^aff en, ba% bie Ausfül^rung ber Üiff^ 
rentiationen re(^t unüberfid^tlid^e Sunttionen gibt. 
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aufgaben. 

108. i/'«|. 19i.y'^ax + bg. 106. |^'=~||- 

B. £9fitit9 but«i blt Simpfotif^e Sotmtl . 

3ft g = ^(x^yl fo ift y^fq>(x,y)dx. 

Um öies 3ntegral e^att ermitteln 3U lönnen, mfigte man y als 
5unItion öon x beftimmen {y = f (jc)) un6 ben erhaltenen Re^en* 
ausörucf in <p (x, y) einf e^en. Die (Ermittlung t>on f ift aber gerabe 
unfere Aufgabe; bas eben r>erfu(^te Derf a^ren fe^t f^on 6ie Kenntnis 
öer efatten £öfung Doraus. Damit ift fein Urteil gefproc^en. 

(Bans anbers ift es, toenn toir uns mit Uä^erungen begnügen n)oIIen. 
UMr fc^reiben oor, ba^ yx x = a ber IDert y=^b gebore. $emet 
tragen toir auf ber XH<^fe 00m punfte x= a aus ein tleines 
3nteroan w toieber^olt ab. (Sig. 20.) 3n jebem leilpunfte (a; a 4- u;; 
a + 2w uff.) errichten mir bas £ot unb machen es glei^ . y' 
Xober 9> (jc,2^)). Die von ber flnfangsorbinate, meldte iux=^a, unb 
ber Änborblnate, welche 3Ujc= a + nu; gehört, ber flbfjiffenadjfe unb 
bem bie (Enbpuntte oerbinbenben Kuruenjuge begrenjte 5l&<^^ ift 

a+nw 

F=:f(p(x,y) dx] y=^b+F; ISnnentöir bie flb^Sngigleit, in ber biefe 

a 

5IS^e oon ber Hbfjiffe fte^t, buri^ eine Sormel toiebergeben, fo ift 
j^Y' bie Aufgabe ejratt gelöft, lonnen mir fie in einer tlabelle 
nieberlegen, fo ^aben toir numerif c^ unfer 3iel erreid^L Das 

lögt fi(^ mit 
Qilf e ber Simp^ 
fonfc^en Regel 
angenähert 
mit beliebiger 

^enauigleit 
burd^fü^ren. 

IDir fe^en 

ooraus, ba§ y 

nic^t nur fär 

ben n)ert o, 

^f onbem au^ 



5i9. 20. 




// 



y; 



III 



yi 



a + w a + 2w a ■\- 3w 
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ffir öen Ilad^bartoert a + w Belannt fei 3m erften Jölfe fei |^ = *» 
im 3tDeiten y^yi (»6 + 7). Iltan lann fi(^ Dorftellen, bag öies 
butc^ eins ber bisl)erigen Derfa^ren erteilt fei. nian lennt bann bie 
beiben erften Orbinaten unfern Släi^t, nämli^ ^0^=9 (^i b) unb 
l/i = g) (a + u;, y^). 

$üx bie britte Orbinate, j/^ , fu^en mir junSc^ft einen Hä^erungs« 
loert, inbem toir annehmen, bag bie breiCnbpunIteingeraberOnie 
liegen, toas bei engem 3nterDaII na^esu richtig fein toirb. Dann ift 
b'i - l/i p« 1^1 - i/o. ölfo ^^ Pö 2|/i - i/o. 3efet läßt fidj aber bie 3U 
ber (Enborbinate y^ gehörige 5i&4e nad^ ber Simpfonf^en Regel 
beregnen; es ift 



a+2w 



=f9ix,s) 



dxf^^Wo + ^, + *^i]', 



w 



Die 5otmeI toflrbe genau fein, toenn bie begrensenbe Kuroe 00m 
britten (Krabe in x tDare; bies xoitb yooax nic^t e;alt ber 5<^n f^i^r 
aber bie paff enbe IDa^I ber in ber (5Ieid^ung biefer Kuroe auftretenben 
Koeffisienten »irb es geftatten, fie oiel beffer ber toa^ren (Beftalt 
ber Kuroe ansupaffen, als bie ftarre (Berabe, toelc^e toir oor^er, bei 
ber „(E^rtrapolation" jur Berechnung oon ^^ benu^ten. Die Koeffi* 
jienten felbft brausen toir gar ni^t ju tennen, ba bie 3n^aItsformeI 
ffir je be Kuroe britten (Brabes gilt, toeI(!^e burd^ bie (Enbpuntte ^^ 

l/ir i/j gc^t 

mit bem neuen ns^erungstoertooni^, f onnenioiri/s» 9> (a +2 w,yi) 
genauer als bisher berechnen. IDenben toir coieber bie Simpfonfc^e 
5ormeI an, fo erhalten mit y^ beffer als oor^er uff. Ulan bricht 
bie Rechnung ab, loenn man bei einer neuen Ila^erung auf btn Hus« 
gangsn)ert oon y^ ober j/^ lommt, benn bann Q)firbe nur bas oorige 
Refultat toieber erf^einen. 

3e^t eirtrapolieren toir y\, inbem toir sunaci^ft annehmen, bog 
bie (Enbpunfte ber Orbinaten 2/1, 2/,, ^^ auf einer (Beraben lief 
€siftff's^2|/,-ff'iUnb|rs = ft + /+//+///=(6 + 7) + (//+ 

^1^1 + y b/i + j/s + *!/«]• flOe red^ts auftretenben (Broßen f 

wenigftens nS^erungstoeife befannt, fo baß ein ITä^erungstoert 
y^ beregnet toerben lann; er geftattet uns, ^^'=(p(a + Zw 



AM 
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genaiut als bisher ju fin- 1 
ben. mit l^m beftitnmen 
toii IT, na^ bei 5ormeI 

ff» = ffi + ^ [ff'i + ff'j + 
41/,] ft^ärfcruff. Auf blefe 
n)ei[e fann man, son 3n> 
feniall ju 3nterDaII foit> 
ft^ieitenb, bie IPette von 

5 für jeben lOeri ooit x [eft. 

legen, unb ynax, wenn bas *'*^'* 

3nteniaII genügenb eng tft, mit beliebig ^o^ec (SenauigTeit. Su^f 
man, nad}bem bles ge^e^en t(t, y filt einen IDeit oon x, ber inner- 
I(alb eines 3nteri)oIIes liegt, j. B. x=a + 2,5iv, fo lann mon ji^ 
burc^ 3nterpolation toie bei ber Eogarlt^mentafel Reifen. 

Das einjige Bebenten, roeli^es no<^ geltenb gemat^ttoerbenldnnte, 
ift, bofi ber Beginn öer Red|ming ein anberes Derf a^ren (jnr StmittluTig 
oong,) Dotausfe^t Das ift aber nic(|t notroenbig. (jig. 21.) ITIan 
brout^t nur / in aroei ffeiltlät^en A unb B au jerlegen, Inbem man 
in a + |- w bie (Drbinate ^ ^ jielit, unb A als Sropej auff agt nimmt 

man in ganj ro^er Appro^mation ^^—^0 ^^1 f" ^f* ffi.= &+ 2 * ^<y 

hieraus bere^etmangenouera'j^ = 9i(a+?,ffA ffatbet na^ ber 

llrap^formel (genouet oIs bisher) ffi = & + 2 ' f (ff'o + ff'j.) '^ 

6 + ^ (i/o + l/i)> berechnet roieber j* ^^ uff. Sobann ettropoliert man 
ff'i = Vi - i/o- 6««fl>«tffi = ö + |'[g'tt+B'i + 4ff'J' fcann 

^i = <p(a + w, ff,) ttff. Qält man bas «Ergebnis no^ für ungenou, 
fo lann man bas erfte OnteroaÜ no^ einmal Ijalbieien, alfo etft 
ff' 1 unb ff, beredinen (ttrapejregel!), bonn ff'^ unb p^^ (Sinq)fonfd(e 
"^ ~i s > 

jeO. bann ff*, unb y'^. Damit ift bie (Erunblage ffir bie toeiteie 

bnung gegeben. 

'Pir prüfen unfer nä^erungsoerfa^ren toie getuö^nli^ an einer 

gäbe, bie auc^ e^tt ju löfen ift, um eine Xontrolle feiner 5u' 

affigteit 3U ^ben. 
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8eifpfel28. |^' = ~ijcir;für x=0fct^=10. 
IDir töS^Ictt bas 2ntea)aü w = 0,5. (Es Ift ^o = ^0; ^'o = 
= _i. 0.10 = 0. 

A. Beginn. 1. Hnna^mc: y\^ 0. (y\ ift öcr IDcrt von y', 

welker öer ftbfsiffe jc « | u; = 0,25 cntfpric^tj. Dann ift ^^= 1 + 

+ 0,25 0=10. Daraus folgt als genauerer IDert für öie Ableitung : 
^\ = -|0,25 10 = -0.5. 

2. annähme: y\ = - 0,5. Dann ift |^^= 10 + ^ (0 - 0,5) 

= 10 - 0,0625 = 9,9375. Daraus folgt y* i = - i • 0,25 • 9,9375 
= - 0,4969. T 

3. annähme: y\ = — 0,4969. Dann ift |^^ = 10 + 

+ ^ (0 - 0,4969) = 9,9379; y'^ = - 0,4969. Die weitere Re^« 

nung rofirbe leine Derbefferung bringen. 

B. Sortffi^rung. I. (Es ift je^t y^, y'^^; y^ y\<^^ belannt an* 

2 8 

3ufe^en. y\ toirb beftimmt, junöcl^ft bur(^ lineare (Extrapolation. 

1. annähme: |^'i = 2|^\—|^'o = — 0,9938 — = — 0,9938. 

Dann ift |^i= 10 +^ [0 - 0,9938 - 1,9876], alfo y^ = 9,75155- 

hieraus: |^',= -| • 0,5 • 9,75 155 = -0,9752. 

2. annähme: ^'i = - 0,9752; 1^1= 10 +-^ [0-0,9752 - 

1,9876] = 9,7531 ; ^^'^ = - i • 0,5 • 9,7531 = - 0,9753. 

3. anna!>me: y\ = — 0,9753; ifi = 10 + ^ [0 — 0,9753 — 
1,9876] = 9,7531 ; y\ = - 0,1 • 9,7531 = - 0,9753. Damit ift 
y\ unb y^ beftimmt 

II. BefÜmmung von y\ unb y^. 

1. annähme: y\ = 2^'i — gf'o« — 1,9506. Dann ift i^j« 10 + 

+ ?^ [0 - 1,9506 - 3,9012] = 9,0247. ^^'j = - i • 1 • 9,0247 

= -1,8049. 

2.anna^me:y',=-l,8049;i^,=10+|[- 1,8049-3,9012] 
= 9,0490; ^', = - ^ . 9,0490 = - 1,8098. 

3. annähme: if'8=-l,8098;iy,=10+|[- 1,8098-3,9012] 
= 9,0482; ir'«=-lr8096. 
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HL Beftimtnung von y\ unb y^. 

1. flnnaljme: y\ = 2y\ - ^\ = - 2,6439; i^s = ffi + 

+ ^ [- 0,9753 - 2,6439 - 7,2384] = 7,9435 ; ir 's = - i ' 1 ,5 • 

• 7,9435 = - 2,38305. 

2. annal^me: y\ = - 2,38305? 1^8= 9,7531 +| [-0,9753 

- 2,38305 - 7,2384] = 7,9870; ^'3 = - 2,3961. 

3. Hnna^me: y\ = — 2,3961 ; 1^3 = 7,9848 ]y\^ — 2,3954. 
4. annähme: 2^'s = ~ 2,3954; ^3= 7,9849; if'j »= — 2,3955. 
IV. Beftimmung Don y\ unö y^. 

l.attna^me:|/4=2^3~l/2=-2,9814;i^4=^,+|[- 1,8096 

- 2,9814 — 9,5820] = 6,6527; y\ = - 2,661 1. 

2. annähme: y\ = - 2,6611 ; y^ = 9,0482 + \[- 1,8096 
-2,6611 -9,5820] = 6,7061; ^'^ = -2,6824. 

3. annähme: i^'^« — 2,6824; |^4 = 6,7025; ^^'4 = — 2,6810. 

4. annähme: |^'4= — 2,6810; 1^4 = 6,7028 ; |^'4= — 2,6811. 

Die cfalte £ofung Ift y=iKe^^; toegcn ber anfangsbcbingung muß 
/( = 1 fein. Die bur^ unf er Derf a^ren erjielte (Benauigleit jeigt 
bie folgenbe Tabelle. 



X 





0.25 


0,5 


1,0 


1,5 


2,0 


y annd^emö 


10 


9,9379 


9,7531 


9,0482 


7,9849 


6,7028 


y genau 


10 


9,9377 


9,7531 


9.0484 


7,9851 


6J032 



3ufQ| 1. (Benauer als bur^ lineare (E^rtKipoIationtann man aus 
einer Heilte von gegebenen Sunttionstoerten, bie in gleichen abftänben 
aufeinanber folgen (^ier ^^'o; y'i; y\ • • •), ^^^t gefugten n&c^ften IDert 
finben, loenn man ni(i^t nur bie beiben legten, fonbem ade betannten 
benu^t Vas Derfa^ren fei ^ier o^ne Betoeis mitgeteilt; Dgl. 3. B. 
V. Sanbtn, Prattif^e analtifis, oiertes Kapitel. 

Ulan f einreibt bie gegebenen Säulen untereinanber unb lagt jtoif d^en 
i^nen immer eine Seile frei 3n biefe tragt man, ettoas »eiter nac^ 
rechts ge^enb, bie Differenjen ein. Don ber fo erhaltenen Differensen* 
rei^e bilbet man toieber bie Diff erenjen uff., bis bas S^ema 3U (tnbe 
ift ober bie Differen3 lonftant u>irb. Die Ie|te Differen3 benu^t man 
abbitte 3ur Sortierung ber Tabelle; bie fo erhaltenen ffirSgen f{nb3ur 
Unterf^eibung etngeflammert. 
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nnmerili^e m^etungimet^obcn 


I CBtseben t<i j 


.; ff'.; ff',; Set«* ift ff'.. WicSetom 


unfenn tDetten 
u\ 




-0,9753 


j'i -0,9753 


0,1410 




-0,8343 


,', -1,8096 


(0,1410) 




(-0,6933) 


(b',)(- 2,5029) 


Diefer lOert ((l nlel genanei oU - 


2. «lls b',; }',; 


8',; ff', (beteHnel) foH ff', nä^enina« 


fttmmt »elften. 




- 0,9753 


»', -0,9753 


0,1410 




-0,8343 0,1074 


ff', -1,8096 


0,2484 




-0,5859 (0,1074) 


,', -2,3955 


(0,3558) 




(- 0,2301) 


b'JC- 2,6256) 




3. ts ton j', unli s, etmlttell inerten. 

„r n 


ff " 


- 0,9753 


ff', -0,9753 


0,1410 




- 0,8343 0,1074 


»', -1,8096 


0,2484 - 0,( 




-0,5859 0,0519 


b', -2,3955 


0,3003 (-0,( 




- 0,2856 (- 0,0036) 


b', -2,6811 


(0,2967) 




+ 0,0111) 


(l,y<-2,6700) 




1. Hnna^me:ff 


, 2,6700. Dornt i|tB,-B, + ^ (, 


+ 4,'.) = 5,3532, 


»', 2,6766. ' 


2. Annahme: p 

3. Annabme: n 


,- -2,6766; ff,- 5,3521,; ff',= - 
. = — 2.6761: ».= 5.3522; i,', = - 



^qenauer IDett g^ = 5,3526). 
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nton tut gut, in bas Dif f erenjenf <!^ema, toel^es für bie qanit Re^* 
nung benu^t toerben lann, bie e;trq)oIierten (Brogen nur mit Blei« 
ftift ein3utragen unb erft naäi (Erlebigung bes betreffenben Jntet' 
vaUes fie mit (Einte als gefi^ert ju fennseic^nen. 

VXan !ann qu^ bie ermittelten IDerte von y' grap^if(^ barfteüen 
unb naii bem Derlauf ber Kurue btn yx e^apolierenben abf^ä^en. 

3uf aft 2. (Es feien bie (Broßen y^, y'^; y^, y\; y^, y\ befannt. 
Dann ermittelt man y\ » 771 bur<i^ C^cirapolation unb finbet y^ = 

= ITi + 3 b'i + *ir'« + y^^ = n. ftus jcg unb 1^, erhalt man einen ge» 

naueren IDert oon y\, er fei = m + A» toorin A bie Derbefferung be^ 
beutet, bie an bzn erften ansubringen ift Der genauere IDert oon y^ 

werbe mit n + A bejei^net; es ift n + ft = 1^1 + 3 {g\ + ^^t + in 

4.A]=n+^;b.]^.esiftbiefflr^,erforberH^eDerbefferungft=^- 

SoiftinBeifpiel28,IIIm=-2,6439;n^7,9435;m+A«-2,38305, 
olfo A= + 0,26085; ft = ^ • 0,5 • 0,26085 = 0,0435, ^\^ berge» 
nauere IDert oon ^5= n + ft = 7,9870. 

(Ebenfo lann man natürlid^ bei {ebem toeiteren 2fnten)an oerf a^ren. 
ntan toenbe bie nS^erungstoeife £dfung burc^ bie Simpfonfc^e Regel 
auf eine Rei^e ber bisher be^anbetten Aufgaben an. 

106.i/«yi-^»;ffirjc=Ofeiff=O;n; = O,2.107.2^'«-| + 
+ ^ + 2^*; Xo=l; iro = 0»' n^ = 0,l. 108. IDarum muß bei ber 
oorigen Huf gäbe bos ttd^erungsoerfa^ren f(!^IieP(l^ oerfagen? 

VI. Die einta(^ften tCt)pen öer Differential« 
gleic^ungen sioeiter Orönung. 

€ftter ([i)t>ii$: y"=fix). 

teifpiel 29. (Ein Stab oon öer CSnge / cm ift in eine fefte XOcaib 
'ingefpannt, 5ag er fenlte^t aus i^r ^etausttitt An feinem (Enbe 
lie £af t P kg befeftigt €$ foU bie SotmSnberung untetfuc^t »etben, 
''t er bur^ bie Biegung erleibet (5ig. 22). 



62 VI, Die tinfadj^en Vi^pcn bet IHffcttnHalglcit^itngen jtocitct (Drinnng 

Der obete ICeU bes Stabes 

»hl) bnrdi bie Biegung ge* 

beljnt, bet untere juiommen« 

Septegt; eine S^i(f)t basoi* 

f{()en behält iE)re ur(priingli(^e 

Sänge ; man nennt ff e bie n e u- 

ttole 5ofei; eine in üft He- 

genbe £tnie, bie oor ber Bie» 

gung getablinig war unb f eid- 

lec^t 3UC IDanb ftanb, roirb ju 

efner Kuroe gebogen, »el^e 

bie elaftif^e £inie ^!f^ 

r I (Es lägt fic^ jeigen, bag bie 

neutrale S^ic^t burd) ben 

^L S^nxtpunft bes (Duetfii^nitts ge^i Die Belaftung mdge int 

^^k Sc^neipunlt angreifen; toir mahlen bie neutrale Cinie, toelä^ 

^^ burd) biefen flngriffspunH ge!)t. Sr fei (na^ ber Biegung) 

^ 3ugleid) ftnfong bes KoorblnatenfQftems, bie xA^fe Derlaufe 

in fentiec^ter Rtditung auf bie ITtauer, bie g Äc^f e fei nad) oben gerichtet 

(3n 5ig. 22 flnb bie Adtfen, ber Deutli^teit falber, na{^ Domoerf d)oben.) 

3e^t greifen tsir einen beliebigen (ßuerfd)nitt bes Q^rägeis heraus, 

beffen S^merriuntt bie flbfjiffe x ^at. Die Störte ber Drehung tnirb 

bur^ bas Biegungsmoment M (= Kraft ■ Kraftarm, 3. S. 37) 

beftimmt; ^ier ift M=Px. Damit (Blefc^geroii^t ^errf^t, muffen bie 

int 3nnecn bes Querfdinitts entftel)enben Krdfte ein gleid^groges Itto' 

ment oon entgegengefe^tem Drel)ungsfinn erjeugen. Die Spannung 

ff (in atmofpEiären gemeffen) ift für febes $lS^eneIement df bes 

Qlueifii^nitts (Sig. 23) burd) bie Derl&ngecung ober DeifQrjung ber 

betreffenben Safer entftanben; ift a i^re urfprünglii^e Cdnge, A a 

üfn Deilängerung, fo ift fie nocE) bem ^oofefc^en (Eefetie <s = E -^ 

wobei bie proportionoIUätsgrSge E .eine tlaturlonftante 
bes iriaterials, berSIaftijitfitsmobuI, ift Dte£Snge 
eines Ileinen Kunienbogens ber elafttfd)en £inie ift 
(${g. 24) a = e^, wenn ^ bei Krfimmungsrabius unb 
(P ein Meiner tOintel (im Bogenmafi) Ifi Die Safer, 
tDeId)e ij cm übet ber neutralen liegt, ^at ben Xrflm* 
mungsrabtuf p + 1], alfo ben Kuroenbogen {g + ti) tp. 
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Biegung 63 

(Er ift um 179 groger als 6er oorige, b.^. Aa = 179, 
<y = £ . !IJ? = 1^. Die Kraft, tDe% an 6er StcHe 
df Äerrf(ä^t, ift (Kraft = Slä^e • Spannung) d/C= 
= fsdf^— — ^; 6a$ Biegungsntoment, roeltl^es fie 
^riorruft (natfirlic^ auf 6ie neutrale Safer bejogen) 
dM^ fldK^ — — -, bas im ganjen (ßuerfc^nitt 
^rrf(^en6e Biegungsmoment M= > — - — -, wo» 

bei 6ie Summation über alle $I&^eneIeniente 3U 

erftredttt ift. Da für 6en betreffen6en Querf^nitt 6er Krfimmungs« 

ra6iu$ q 6er elaftifd^en £inie (an 6er Stelle, n>o fie oon 6em Querf (^nitt 

getroffen ipir6) lonftant ift, f lann man auc^ f^reiben Jtf = - ^ n^ df 

Er ^ ^^ 

06er genauer Jtf = - 1 1?* df Das 3ntegral ift aber gera6e 6as tträg« 

^eitsmoment J 6e$ (Querfc^nittes (3.S.47). Somit iftilf — 
Damit 6ie elaftifi^en Kr&fte 6er Durcl^biegung, toel^e P aLein Der* 

urfa^en CDÜrbe, eine(brerQefe^en, mu66ie Bejie^ungbefte^cn — =P jc 

oocr— =pj« 
Itun ift ^ = ± ^f^j^'"^^ . Bei geringen Durchbiegungen toei^en 

6ie Sangenten nur toenig oon 6er ^orisontalen Ri<^tung ab, 9' un6 
erft rec^t (|/')* lann gegen 1 uema^Ififfigt u)er6en. Dann ift - = ± 2^", 

6ie elaftif^e £inie ift ^aralterifiert 6ur^ 6ie ffilei^ung ^t^±^j 

Da 6ie Kun>e offenbar jur X£t(!^fe tontao ift, fo mug für pofitioe 
X 6ie 3U)eite Hbleitung negatio fein (D.S. 41), es ift alfo 6a$ pofi« 
tiue Dorjeic^en ju ttnter6rüden. 

Die £5fung 6iefer Differentialgtei^ung jtoeiter (Dr6nung gef<!^{e]^t 
6urc^ jioei Integrationen, tttan fin6et 

dy _ Pjc* . . r-.v Px 



(1) 



+ ü 



dx- 2EJ-- (2) & = -6£J + *^ + *^'^^*^* 

un6 kl toilHürli^e 3ntegrationstonftanten fin6. 3e6e Differential' 
gleiil^ung jtoeiter ®r6nung ^at 6eren jtoei, 6a ein 3toeiter Differential^ 
quotient sioei 3ntegrationen erfor6ert 



64 VI. Die einfac^ften tCi)pen 5er Differentialgleicl^ungen ^toeiter (Drönung 

Die Sntegrationsfonftante einer Dtfferentialgteic^urtg erfter ®rb« 

nung lonnte burc^ eine Beöingung beftimmt roerben, bie tpir 5er £5« 

fang auferlegten (3. 6., bag bie betreff enbe Kuroe burc^ einen gan} 

beftimmten puntt ge^en follte); ^ier lönnen toir fogar jtoei Sorbe» 

rungen auffteUen. Unb bie liegen bei unferer Hufgabe au(^ in ber 

natur ber Sac^e. Süt x = mug fa na^ ber IDa^I unferes KoorbU 

natenfqftents auc^ y=^0 fein unb f fir jc = / ntug bie Kuroe a)agerec^t 

©erlaufen, alfo 11' = fein. Süx jc = finbet man aus (2), baft ä, = 

PI* 
fein muß, für x«= Z aus (1), ba^ k = 2EJ^f*' ^^^ 9cfu(ftte (Blei^ung 

ift ba^er Pjp» p/s Pi* rx 1 x'i 

^=-6£J+2£J^=21jL7-3FJ (»9I. D. S. 45). 

3ft allgemein |^''=fWJoift^'=//'(jc)dx=FW+fe;2r=/F(jr)^ 

+ kx^O{x) + kx + ki. 3ur Beftimmung ber 3ntegrationsIon» 
f tauten finb 3U)ei Dorgef^tiebene Bebingungen erforberlic^, bie bvx 
fpesiellen 5oiberungen ber Aufgabe gere(i^t toerben. 

I{uf906en. 

110. (Eine Stange aus Slugfta^I (£=2 150000) ^at, oon ber 
(Einfpannftelle an geregnet, eine £&nge t)on 1 m unb einen Quer' 
f(^nitt oon 10 qcm. Hm (Enbe ift fie mit 10 kg belaftet. XDie grog 
ift bie Sen!ung bts (Enbes (Pfeil ber Biegung) für folgenbe 5otmen 
bes (Querf^nitts: a) ein (Quabrat, b) einen Kreis, c) ein Re<i^ted, beffen 
^orisontale Seite boppelt fo grog ift roie bie oertüale, d) ein Re^ted 
mit umgete^rtem SeiteuDer^öItnis, e) einen Kreisring mit ber IDanb» 

i ftärfe 0,5 cm? 

I 111. IDarum liegt ber Sc^roerpunft bes (Querf(!^nitt$ in ber neu« 

1 trafen S^fer? 

I 112. tDie ^fingen bie Spannungen in einem (Querf(!^nitt oon bem 

Hbftanbe bes betreff enben (£eil(i^ens t)on ber neutralen £inie ab? 

113. €in Stab ru^t frei auf stoei %\t\ä\ ^o^en Stufen, beren Hb« 
ftanb AB = / ift, unb ift in ber Utitte burc^ bas ®eu)ic^t P belaftet 
XDie lautet bie (blei(^ung feiner elaftifc^en £inie? 

114. Dtan beftimme ben Pfeil ber Biegung für ben frei aufliegen 
Präger; bie Hbmeffungen feien fo getDd^It vm in Huf gäbe HG 

Sweiter Cifpus: j/'=/(i/). 

Seifpiel 80. (Ein oer^ältnismagig bünner unb langer Stab, roel 
einer Drudbelaftung ausgefegt toirb, bie fe^r na^e in Richtung 



r 



X 



Biegung. Knidung 55 

Stobac^fe wixtt, mixb auf Knidung beanfpruc^t. €s foll ge^ 
funben toerben, toelc^e Öeftalt ble urfprünglic^ gerabe Stab' 
a<!^fe babei annimmt 

(E$ fei möglich, bur(^ bie Stabac^fe AB (Sig. 25) unb bie 
Kraftri(^tung PP (bie ja nit^t genau mit i^r'jufammenfällt), 
eine (Ebene 3U legen, bie Seic^enebene ber 5^9- 25. Auf ben 
beformietten Stob, beffen mittlere $a\tt bie Irumme £inie 
A CB \\t, tonnen mix genau biefelben Überlegungen anvoenbtn 
iDie in Beifpiel 29; bas Biegungsmoment in bem Querfc^nttt C 

ift ilf« — • IDä^Ien wir bie Kraftri^tung jur XHc^fe, bie 

Richtung ber Ausbiegung 3ur FH^fe, fo ift bas Itloment ber 
äußeren Kräfte für biefen Querf ^nitt M = Py. Sefeen »ir 

noc^ ^ fö ± -TM fo ergibt f ic^ als (Bleic^ung ber gefuc^ten Onie 

^ P 

ACB bit Sormel £ •// = — Py ober / = — ^y. T>as 

ntinusseic^en tritt auf, toeil bie Kuroe 3ur XA^fe ton!at) ift. 

3ur Abtfiigung fe^cn tx>lx^= a*. 

(Es ift sroedmagig, unfere (Steigung mit ^ 3U multipli^j? 
3ieren ; fie wirb bann y^'^-^cc^y^. 

y' y"^^Ji toT; yy'==\^(y% ^Ifo folgt bnxäi 3ntegra. 

tiott 0/')'= — ci'y^ + kK Die Jntegrationslonftante muß ftets pofitio 
fein, ba (y'y es au^ fein muß, fie wirb ba^er mit k^ be3ei(^nei 

^ = >/^3^; y^,-d.; iarc sin f =. + *.; f = 

j^ /^ /^ 

sincc{x+ki);y=-sm{(icx+aki)=-s\nccxcosaki+-cosccxsinctki 

ober, wenn man 3ur Ablflr3ung bie tonf tauten Koeffisienten mit 
m unb n be3ei(^net, jf = m cos «x + n sin «jc. 3ur Beftimmung 
ber 3ntegration$!onftanten m unb n bebenten wir, ba^ 1) für 
jc= bie (Bröfte |y ben IDert p, 2) ba% fie für x= /, bie Stab- 
länge, ben IDert q ^aben muß (ogL 5I9. 25). Da^er ift 1) p = m; 

Q'^P cos a/ 

2) n sin«/ + mcos «/= qf; nsinaZ+p cos «/= g; n= — ^j^^^j — 
Sefet man blefe IDerte in btn Äusbrud für y -ein, fo erhält man 

anuC 589: £ i n ft » , Diffcrentialgleidiuitgeit 5 
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66 VI. Die dnfa^fttn tippen bctüiffctcnttalglci^nitgcn joeitct (Dtfttmng 



ff = ^jj;^ (q —p cos «0 + p cos ax. 



1 d 



€s fei m oHgemeltt » "= ^(j). Bonn ift » ' ff "= ff 7(ff) ; jg^ (ff')' 
^^g^, olfo d (ffr= 2/-(ff)dff; (ar=S2m dg=F(a) + k; 



Qietbei entölt O no^ öle Konftonte k 



VF{S) + k 



= a>(ff) + fti. 



11 6. An TDelc^er Stelle bes auf Knicfung beanfpruc^ten Stabes ift 
öie AbcDei^ung ntairiTnal unb tote grog ift i^r Betrag? 

116. Die in Aufgabe 110 befc^riebene Stange toirb mit 10 kg auf 
Knicfung beanfpruc^t. Am oberen Cnbe greift bie Kraft in ber mitte 
its Stabquerfc^nitts an, am unteren ift i^r Angriffspunft 0,5 cm Don 
ber Ad)fe entfernt. IDie lautet bie (blei^ung ber beformierten mittel« 
linie, mit grog ift bie ma^rimale Aboeic^ung oon ber Kraftric^tung, 
loel^en IDintel bilbet bie beformierte mittellinie am Anfang unb 
(Enbe mit ber urfprfinglic^en? (Bei re(!^tedigem (Querfd^nitt foll q 
einmal ber längeren, einmal ber tür^eren Seite parallel oerlaufen.) 

117 5ür meieren XDert Don P loirb g unenbli(i^ gtog? Qat biefe 
5tage eine te^ni|(i^e Bebeutung? 

118. XDie grog ift bie ^5d)fte julöffige Knidbeanfpru^ung im $aUe 

ber Aufgabe 116, menn man als Sici^er^eitstoef f i« 
3ienten |- annimmt? 

ll»./ = aV 120. i/'=^. 

9eifpiel 81. Cs foII bie Beilegung b^ U^r* 
penbels unterfu^t toerben. 

3ur Deretnf ad)ung benf en mit uns bie maffe ber 
penbellinfe in ii^rem Sd)t))erpuntt P Bereinigt unb 
nehmen an, ba% bie penbelftange »egcn i^rer " " 
'^ältnismagtg geringen maffe bie Ben)egung ti 
beeinflußt (mat^ematif(^es Penbel, 5ig.: 

Das Penbel toirb burd^ bie in P angreife 
S(!^a)ertraft in Belegung gefegt. Die oertt 
Bef^Ieunigung, a)eld^e bie Sd^toere oerur*' 
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Aufgaben. Penöel 67 

ift flf= 9,81 m/sec*. IDir jeticgen fic in jtDcl fcnfrc^tc Kompost 
ncnten, PN utib PT. PN Hegt in 6cr Richtung ber penbclftange, 
erjeugt öori eine Spannung PS unb toirb bur(^ fie aufgehoben. 
Der toirtfante Beftanbteil ber S(!^n)erebef(^Ieunigung ift allein bie 
tEangentiaUomponente PT=^g sin q>t tpenn g> ber momentane Aus« 
f^IagsQ)in{eI ift Der oom Penbel surfidgelegte IDeg ift ein Stfid 

eines Kreifes, beffen Rabius bie £ange bts penbels, /, ift. Beseic^nen 

ds 
mit OP mit s, fo ift bie (Befc^toinbigteit in ber Ba^n »= ;nunb bie 

Bef^Ieunigung 6= ^ • <Es ift alfo ^i= — fl' sin 9. 

Das negatioe Dorjeicl^en ift re^ts 3U fe^en, toeil butä^ bie Sc^toer^ 

traft s (unb auc^ 9) oertleinert roirb. 

Da s=Z 9 ift, fo ^at man s^=lip' unb s" = /g)", alfo 

it 9 • 
g? = — y sm 9. 

Die ftrenge £5fung biefer bie Penbelbetoegung d^aratterifierenben 
Differentialgleichung ffi^rt auf elliptif^e Sunttionen. Bei tieinen 
S<!^Q)ingungen ift aber eine gute Rä^erung babur^ mSglic!^, bog man 
sin 9 = 9 fe^t. (D., Rä^erungsf ormeln.) 

Aus 9"== — ^ 9 folgt na(^ Beifpiel 30 _ 

9== m cos |/ y f + n sin ]/ y- ^ 

Se^en n)ir als Anf angspuntt ffir bie Seitsä^Iung bta Rtoment f eft, 
in tDeli^em ber tieffte puntt ber penbelba^n paffiert loirb, Jo mug 

für 9 = aMii (=z fein. Dann roirb cos ]/y f = 1 , sin y- f = 0, 
alfo mug in unferer (Steigung ffir 9 bie Konftante m ben XDert 

befiten. (Es ift 9=nsin]/| ^. 

Der grögte Ausfc^Iagstointel fei 91, er toirb erreicht, mmn ber Sinus 
feinen größten IDert, I, annimmt Dann ift 9^= n, tDoburc^ bie Be« 
beutung von n gefunben ift 

121. IDel^e Seit braucht bas penbel, um oon bem tiefften auf 
t ^öc^ften Puntt 3U gelangen? 

22. IDel^e Seit verfliegt, toenn bas penbel pom ^S^ften puntt 

btn tiefften fintt? 



68 VI. Die einfacl^ften (Ci)pen öer Diff erentiotgif etc^un^en stoettet (brÖnnnd 

123. (Es foH bte Si)minetrie btx penöelf^toingungen na^geiDtefen 
toetben. 

124. IDel^e Seit oerfliegt, bis bas penbel, von einem ^S^ften 
Punfte attsge^enb, 3utn anbem gelangt (einfcnj^e S^toingungsbouet)? 

126. IDie ^Sngt biefeSeit oon bem größten Ausf(J^IagsiD{n!eI ab? 
IDie oom (Betoicj^t unb Iltaterial? 

126. IDie ^angt bie S^toingungsbouer Don ber £5nge ber Pen» 
belftange ab? 

127. IDie lang mug bie Stange eines Setunbenpenbels fein? 

128. IDieoiel ge^t eine U^r mit Se!unbenpenbel tagli(^ na^, 
toenn bie (Eemperatur um 8^ fteigt? Die Stange fei aus (Eifen oam 
Ausbe^nungstoeffijienten 0,000012. S fei beifpielstoeife 5^ (lelfius. 

Dritter ttqpn^: \f'=f(\f). 

Beifpiel 82. (Ein unausbe^nbarer, oöllig biegfamer Saben ^abe 
ben fonftanten (Querf<!^nitt q qcm. Sein fpesififii^es (betoi^t fei y 
(bramm pro ccm. Der 5^^^^ ^t an 3n)ei puntten P unb Q be« 
feftigt unb unterliegt nur ber (Eintoirlung ber Sd^ere. IDel^e (be* 
ftaK nimmt er an? (5ig. 27.) 

€$ ift Kar, bag bie Kuroe in ber Dertitalebene Hegen mug, toeld^e 

bur^ bie beiben Stfi^punfte ge^t, b^xcx ])on Seitenfräften, tote fie 

? 3. B. ber IDinb auf eine IDSf^eleine ausfibt, fe^en toir ob. IDir 

betrachten ein Heines 5ctbenftfid AB oon ber £änge ds cm. Sein 

(betoi^t ift qy ds ®ramm. Dag es nic^t fällt, betoirtt bie Spannung 

T b^Sobens. 3n A fei fie Tflr/^cm, 

A ? in jB fei fie T^ gl qcm, bie bort 

toirtenbenKräfteer^Sttmanbur^ 
Itlultiplilation mit bem (Quer« 
f(!^nitt q. 3^re Qorisontalprojet 

tionen finb q Tcos 9= qif -^ 




mbqTiCos<Pi=q(T-£j ,i^re 

B 

Dertilalproieltionen q (r^) 
unbqr^rg) • I>te3nbi3e$beu» 



••js: 



ten an, ffir toelcl^en pun 
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Kettenlinie 69 

ber Klantmerin^olt beregnet a)etiienmug.S{e])ereinigenfi^3u einer Se« 
f antttraf t, 6ie im S^toerpuntt öe$ Keinen 5<tbenf tfides A B angreift unb 

We Komponenten <l(T^l--<l{T^)mi> q(T^-g(T^)^ 

f^at (tllinusjeiil^en toegen entgegengef e^ter Richtung). Dafür lann man 

iarjer<7A(r^) unö 9 A(r^)fdjreibenun6f(i^Iie6Ii(%öas Selchen 

A bur^ d erfe^en (3. S. 51). 5a (BIei(^geix)i(^t ^errf(!^en foll, fo mug 
iebe Spannungslomponente ber entfpree^enben Sc^roerlraftsfompo« 
nente gleic!^ fein, bie in toagerec^ter Richtung unb in fentreci^ter 

qyds <8ramm ift IlTan ^at bie (Bleic^ungen qd(T-Ji)= unb 

(dv\ ^ ' 

T -^j =^qyds. Die (BrSße^ ^ebt fic^ fort ; bas bebeutet, baß unfere 

nieiieren Betrachtungen für yAtn bfinnen ober biden 5aben gleichmäßig 
^ gelten. Unfere 6Iei(^ungen finb, xoenn mix noc^ bur<^ ds bioibieren 

dx 

+ dy\ Hus (I) folgt 7^= ft; bie ^orijontalfomponente ber Span* 

nung (unb au^ bie ber Kraft) ift für jeben Querfc^nitt gleich grog. 
Se^t man bies ^Ergebnis in (II) ein, fo erhalt man 

h(^-^=»ä(S)-.'. -^ »«* i>t«i*««>. «« i 

^ (III) fe^= y g= yl/l + (g)'- Dlefe Differentialgleichung 

ift baburc^ c^aratterifiert, ho^ nur ber erfte unb 3Q)eite Differentialquo« 
tient, nid^t bie Dariabeln x unb y felbft oorfommen. (Es liegt na^e, 
btn erften Differentialquotienten als Unbelannte z aufsuf äffen, es ift 

hann ^=z; 5^= ^- Unfere (Bleic^ung wirb auf bie erfte (Drb» 
nung rebusiert, fie lautet {e^t 

(IV) k^=yy\+z\ Dur^ Trennung ber Dariabeln erhält man 

flr Sin z= 1^ (x — Xq) = fti (jc — Xq); z= Sin ki {x — Xq). hieraus 
finbet man fofort y=Jzdx\ 

(V) y-yo=l^ ^o\ fti (jc - xo). £egt man bie y-a^fe fo, bQ% fie 
bur^ ben tiefften punit S ber Kuroe ge^t, fo mug 9'= fein für 
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70 VI. Die einf a(i^ften tCi)pen 6er Dtffcrenf talg(e!(!^ungen jiDetter (Drbnung 

II jc= ; aus ber (Blei^ung jy ' = Sin ftj (x — Xo)= folgt jCo= 0. 

Sit x=0 wirb bann y—yo^j-] ^Qt man bic Xfl^fc fo, ba^ 

bei tief fte Punft ber KutDe von i^r ben Hbftanb 

jL- ^öt fy = v-j, fo toirb yQ==0 unb bic burd^ 

^ paffenbe IDa^I bes Koorbinatenfi}ftems Detein* 
^ fadste Kuroenglcid^ung 

(VI) y^y^o\kiX ift ibcntif d^ mit ber ber 

Kettenlinie' (D.S.61unb98; m=^)- 3n 

ber prajis ift (Sig. 28) metftens bie ^o^e ber 
^ ' Auf^angepunfte fiber bem (Erbboben 
{a unb c nteter), i^r roagered^ter Ab« 
ftanb 2 / (m) unb bie £önge bes Seiles 
(2 1 nieter) gegeben. Dann mug man, um bie Kuroe jeici^nen ju lönnen, 

ben Parameter m (= -^j unb bie £age bes Hc^fenlreuses lennen, auf 

bas bie foeben abgeleitete (5Iei^ung besogen ift. XDir roa^Ien sunäd^ft 
ein anberes Sqftem, beffen Orbinatena^fe ber eine Stab ift. von bem 
bas Seil ausgebt, unb beffen flbfjiffenad^fe bie $ugpuntte ber beiben 
Stdbe Derbinbet Die Koorbinaten eines beliebigen punttes in biefem 
St)ftem feien g, i/t bie Koorbinaten für ben Iltittelpuntt bes gefugten 

Si)ftems So. ^0- ^^"^ ift x= S — lo, |^= ^ — not ^^^ **^ ©letqung, 
ber Kettenlinie 

(VII) ri - Vo = m(lo\^^ Sfir S= muß 1?= a, für |= 2/ 
muß iy= c fein, alfo ift 

(VIII) a-t?o=ni(Eof|; (IX) c-i?o=^M^^- Semer ift 



5i9*28. 



2/-So 



So 



Bogen SQ (3. S. 28) = m Sin =^^^ , SP=mSin^, alfo 21= 

m { Sin ^^^ + 5'" m } ' ^^ ^^^ Definition ber ^Tjperbelfunltionen 

flberjeugt man fi^ Iei(^t, bag Sin « + Sin /3 = 2 Sin -|^ (r • ^) 
ffof f (a - ß) ift, ebenfo (Eof a - (Eof (5= 2 Sin| (a + |J) Sinf (« ; 
(tof a + (Eof i3= 2<Eof|(a + i3) (Eof|(a - j3). Ulan finbet ^ 

(X) i = m Sin ^ (tof ^^'. Durd^ Subtraltlon unb Abb r 

^leid^un^en yi|I unb L^ refulti^rt 



j 



Kettenitnte 71 



(XI) ^=6=mSin:iStn^^' 



m m 



(XII) ^ - % = m «of ^ <^<»f V^* ^" W, (XI), (XII) ift I, /, 
a, e, b gegeben, m, lo unb ri^ gefuc^t 3nöetn toir X unb XI quabrieren 
unb fubtra^ieren, finben wir I» - &» = m* Sin» ^ [(Eof ^' - 

Sin* ^^1 • Die ecHge Klammer t^at (D. S. 39, Äufg. 1 1 2) ben IDert 1 , 

olfo ift Sln:i= ^^'~^' = i/zT^^ . :^ . I- Se^* "»a« i= V- 
•'in in '^ m l ^ m ^ 

fo ift biefe 6roge aus ber trQitfjenbenten <BIei(^ung 

(XIII) — ^ = ^ — 3^ beftimtneit. Das ift mit geeigneten 

tEabellen (3. B. btnen ber Qfitte) Ieid)t; man ge^t sunöi^ft grap^ifi^ 
x>ox unb ipenbet bann ein hä^erungsoerfa^ren an. 3c^t tennt man 

(XIV) m=^-' Aus (X) unb (XI) ergibt fi(^ burc^ Dioifion 

(XV) ttg ^^= ^ . Sinbet man hieraus für ^^ ben tDert 1/;, f ift 

(XVI) lo=^ + mi/;. (Enbli^ ^at man nac^ (XII) ^ - i?o== 
m(Eof^'sin-J-(Itg~; 

(XVII)i?o=^-i«tg(p. 

Kitfdaibeit. 

129. Stoei fentre^t auf ber €bene fte^enbe Stangen ^aben bie 
£Snge oon 3 m unb finb 5 m ooneinanber entfernt. (Ein Seil ift 7 m 
lang unb oerbinbet bie oberften Punite ber Stangen. IDie lautet bie 
Uur^engleid^ung? 

180. Dom Dac^e eines breiftodEigen Qaufes (= 16 m) ge^t eine 
tEelep^onleitung aus. (Ein Dra^t ift geriffen, fein freies (Enbe ift 6 m 
oom Qaufe entfernt, in I m Qö^e befeftigt. IDelc^e Kuroe befd^reibt 
ber Draf)t, wenn feine £änge 2 i= 18 m ift? 

181. Der Dra^t im 5ctII ber oorigen Hufgabe berfi^rt, toenn er 
:ei ^erab^ängt, ben (Erbboben in 6 m (Entfernung Dom Qaufe. 

ie lang ift ber in ber £uft fc^toebenbe Seil? 

182. IDie lautet bie (^(eic^ung einer Kuroe, bereif Krämmun^s* 
^ius ft^ts ben lonftant^n IDert a ^at? 



72 VI. Die dnfa^ften tLqptn öer Differentialglei^ungen jCDeiter Otönung 

133. (Es foU ber freie S^tQ unterfu(^t toerben, toenn ber £ufto)i6er« 
ftanb ber nten potett} ber Sefci^toinbigleit proportional gefegt toirb. 

184. (Eine Spiralf eber ift an beiben (Enben fo befeftigt, ba| fie fi^ 
in mäßiger Spannung bef inbet. 3^r ntittelpunft wirb getDaltfam ein 
Studien na^ bem einen Cnbe ^in betoegt unb bann freigelaffen. 
Die auf i^n toirlenbe Kraft ift proportional feiner (Entfernung oon 
ber Ruhelage. tDie verläuft bie Belegung? ((Elaftifd^eSd^toin« 
gungen.) 

Oierter &i)pn$: y''=f{y\x). 

»eifplel 33. y''= 2/' - X* + 2x. 

man \t%ii y' = z, alfo y" = ^, bann ift ^= z - x^ + 2x. 

Das allgemeine 3ntegral biefer DoIIftänbigen linearen Differential* 
gleic^ung erfter ®rbnung ift (ogL S. 27 f .) z = x* + ft ^. IJieraus finbet 
man burc^ 3ntegration y^^x^ + ke^ + ki. 

3m allgemeinen $alU mac^t man biefelbe Subftitution, loft bie ent» 

dz 
fte^enbe Differentialglei^ung ^=f{z, x), fo ba% man z = 9 (x, k) 

^at unb integriert bann no(i^ einmal; y—f<p {x, k) dx + ftj. 

aufgaben. 

187. l/'=? + xsinjc. 

, 138. (Ein Korper betoegt fi^ gerablinig unter bem (Einfbtffe einer 
Kraft, loelc^e ber (5ef(!^tDinbigIeit birelt unb ber feit Beginn ber Be« 
toegung uerfloffenen Seit umge!e]^rt proportional ift. IDie ^angt fein 
IDeg oon ber 3eit ai? 

^fittfter (Enpus: y"=^f(i/,y). 

9eifp{e(3i. Bei toel^er Kuroe ift bie ttormale (Dom KurDen^: 
punit bis 3ur Hbfsiffenad^fe) glei(^ bem Krümmungsrabius? 
Derlängert man in S^S- 9 NP über P hinaus bis 3ur JTHc^fe, fo 

finbet man für bas gefu(^te Stüd Iei(!^t ben IDert y l/TTfeT ; es 
ift baljer ± ^^^^^^= yVl + feV ober 2/' = ± ^-±^' (Es 



F 
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erhalten aus unfeter (Bleic^ung, wtnn u>it nut 6as pof itioe Oot- 
jett^en berfidfit^tigen, 

dz 1 4-z* 

j2r^=--^-— , eine Differentlalglel^ung erften (Brobes sroifc^en 
zunby. Sie ergibt 

ff = ft (lof (^^^) (Kettenlinie). 

Becü<If{^ti9t man in bex Husgangsglei^ung nur öas negatioe 
Dotjeic^en, fo mitb az_ l + z* 

{x — JCo)* + 9'= k*. Dos ift öie Sleic^ung eines Kteifes, beffen mittel' 
puntt auf 6er flbfjiffena^fe liegt Dag öiefe Kurve 6ie oerlangte 
Cigenfc^aft^ot, ift aus berCiementargeometrieKar, von 6er Kettenlinie 
amr6e fie früher (D. S. 98) nac^gentiefen. 

fUIgenftin toir6 6ie (Sleid^ung y"=f(;y',y) 6er ort 6e^an6elt, ba% 

man g= ^ ^^ Dann ift g= g • z; alfo z §|= f(z, y). Diefe 

(Blei^ung integriert man, 6.^. man beftimntt z=(p(g,k); bann ift 

^= dx. Durdj 3ntegration erhält man fefet 6ie gefu,^te Be- 

jie^ung jtoif^en x unb y. 

Kufgabeii. 

139. Bei welcher Kurve ift 6er Krfimmungsra6ius 6oppeIt fo grog 
wie 6ie Itormale? , ,., 

IM. y" = y' (ff + a). 141.ff" = ÖLL9- U2. y" = {g'yiny. 



74 Vil. Cineare Differential9lei(^un9en iwtittt 0rönung 

VII. £ineare Dif f erentialgleicfiungeit stoeitet 

Oibnung. 

Don btx Detlürjten linearen Differentialglei^ung jtoeiter ®rbnung 

(1) y" + Xig^ + Jr,ir= (oglS. 14; oertürjt, toeil bas (blieb X 
fel^It) feien jtoei t)eTfd}ie5ene partituISre £dfungen, y^ unö y , be« 
f annt. (Es ift alfo (2) y," -f X^ y,' -{-X^y^^O un6 (3) y^" -h JTi y^' 
+ X,yr'= 0. Tllultiplislert man (2) mit ftj, (3) mit ftg (Äj unö fej 
finb tDiUfüTlit^e Konftanten) unb abbiett, fo ergibt fid) 

(Es ift alfo aud) ^= /^i^i -f k^y^ eine £5fung ber vorgelegten (Blei^ 
c^ung, unb stoar bie oollftönbige, ha fte stoei oilltflrlic^e Konftanten 
enthält. Dur(^ Spesialifierung erl^SIt man aus i^r bie partitulären 
£öfungen; für ft^ = l, *,= wirb ^= y^ ; für ft, = 0, 6,= 1 toirb 
^= ^,. So ift 3. B.in ^" + a*^= eine partifulore £öfung y^ = sin « jc, 
eine anbere ^2=cosax, bie DoIIftänbig ^=mcosajc + nsinajc 
(Beifpiel 30). 

A. Oerifirste lineare I>iffereittial9le{<(ttit9eit 
mit foitftaittett Koef f isieittett. 

(Es fei oorausgefe^t, bog bie Koeffisienten tonftant feien, X^ = a, 
Xi = 6, alfo 1^" + 02/' + 6|^= 0. IDäre bas Problem oon ber erften 
®rbnung, y* + ay= 0, fo roäre y^c'^* eine partifulore £öfung; 
Q)ir ])erfu(!^en, ob ^ier oielleic^t y= eP^ bei paffenber XDa^I oon c bie 
vorgelegte (bleic^ung befriebigt. Sixl(xi man bie Differentiationen aus, 
fo ergibt fi^ c* ^* + ac«^* + 1 « ^*= 0; ^* (c* -I- atf + 6) = 0. 
Da ^' ffir enblic^e IDerte von x ni^t oerfc^oinben lann, fo mug 
c' + ac-h6=0 fein. Unfer flnfa^ ift rici^tig, wenn toir c aus biefer 
quabratif^en (blei^ung beftimmen. 

Belfpiel 86. y"-Zy' + 2y-=0. 

VDix fe^en y= e^* unb finben e^* (c* — 3 c + 2) «= 0, alfo entioeber 
c= 1 ober c= 2. Da ^ unb ^* partiluläre £dfungen finb, fo 
ift naäi bem oorigen Sa^e bie allgemeine £öfimg y=kie^+^ '^*. 

»eifpiel 86.i/"+i/= 0. ItlanfinbetcH 1=0, c= ±y=l 
alfo|/=ft,«'*-h*i^~*'. (Es ift aber ß«*=l+~4"~r-^ 




■p!'«^ 




Derfürste lineare Diffetentialglei^ungen jtDeiteT (Drönung 75 

=i;f«=f4.,-»=_luff..aIfoe'*=l~|J+|-*T---+/(Yj 

= cos X + i sin x unö entfpte^enb g-**= cos x—i sin jc. Die aSU 
getnetne £öf ung tolrö 1^ = fe, (cos x + 1 sin x) 4 ft, (cos x — i sin x) 
= (ft, + ftg) cos X + i{ki — ftjj) sin x. S^ti man neue Konftanten ein, 
ndmll^ fti -f ftj8 = m; i (fti — Äj) = n, fo ergibt fi^, ©le in Beifpiel 30, 
y=^m cos jc 4- n sin x. 

»eifplel 87. y'' -Ay' + 5^= 0; c* - 4 c + 5 = 0; d = 2 + 1; 

= fti ^* (cos X + I sin x) + /^ ^* (cos x — f sin x); 

lf=(fei + Ä2)^*cosx+i(fei — ft,)^*sinx=me^*cos + n^*sinx. 

Beifpiel 88. Bei einer elaftif^en Sc^noingung toirte auger ber 

elaftifc^en Kraft no(^ eine Dömpfungstraft (3. 6. 6er £uftn)i5erftanö), 

toeli^e öer augenblidli^en (Bef(^n)inbigtett proportional ift. IDie Der« 

läuft bie Beroegung? 

(Es ift, coenn toir bie Bejeid^nungen ber Aufgabe 1 34 annehmen, 
d^x dx 

^^= — ft*x — / ^^; / Ift ber lonftante Proportionalitdtsfaftor ber 
Bremstoirlung. IDir fe^en x= ^^ unb erhalten c*+lc + ft*== 0, 

alfoc^-^+y^^-Ä^C^-l-yj-ft*. 

s 

1. 5ciIL r""** *ft pofitio= + y*, bann finb Cj unb c, reelle 
Säulen; x = fej ^»^ + k^ ^**= fti ^ 2 •»"'' + /j^ ^ 2 = 

^2[fti<Iofy^ + ftiStnyf + ft,Cofyf--/i,Sinyf];x=« ' [mCofyf 
+ n Sin y /] , wenn ki + k^^m, ki — k^^n gefegt wirb. Soll für 

t= ber Husf^Iag x= fein, fo ift m= 0; x== n^^ Siny^; foH 

fflrf=Oatt(!^i;=i;ofeitt,foiftnL-2^ ^sinyf + y« ^^^^^O^^o 
= Pof ölfo ny = i;o; n=^; x=^^ ^^Sinyf. 

2. SalL T~ ft* fcl negatio, = — y*, bann finb Cj unb c^ Ion- 

^giert lomplef. x= fti« ^ + k^e ^ =« ^ (fti cos yf 

/^ 

\ — 

■iÄjSiny^+ft,cosy<— iftjsinyöf x=^^ ^ (inco3yf+n5iny0' 



^^ 
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SoU jc für /= oerf^ittbett, fo rm% m= fein; x=ne ^ sin yt; 

foH i; für f = öen IDert Vq anntlfmen, fo muß ny^v^ fein; 
/^ 

x= —e ^ smyt 

y ' 

Die BetDcgung ift • 'er periobif^ (ogl. D. S. 59), im erften Sali 
ni^t. 
S.Sall ^ — ft*= 0. 3e^t wirb Cj = Cg unb unfer Detfa^ren, rocl» 

(!^es bie Oerfc^ieben^eit ber portilulären 3ntegtale fotberte, ift l^ter 
nic^t antoenbbat. 
Sfir einen Ileinen IDert oon 7 ge^t bie allgetneine £dfung in 

Sali 1 unb 2 über in jc =^ '^\m-\-nyfi (Rei^enentrolÄIung!). Cäßt 
man y fe^r Hein unb gleichseitig n fe^r grog toerben, fo fann man 
für n 7 im (brenjfaQ bie neue tDiQfürIi(|e Konftante n^ einführen 
unb^atfüry = _it_ 

jc=^^(m + niO^ „(iL 

Bei unfern Anf angsbebingungen er^ött man f c^Iiegli^ x^v^te ^ . 
Die Beu)egung ift operiobif^ mit in $all I. 

148. ttlan sei^ne ba$ 3eit i* IDeg « Diagramm ber gebampften 
S^u>ingungen, mmn 2;o = 10 cm/secr k=l, unb / ber Hei^e naäi 
1,6; 2; 2,5 ift. 

144. tDie roirb eine elaftif^e Beroegung bur^ eine lonftante 
Kraft K (3. B. bie Reibung 3u>if^en feften Körpern) beeinflußt? 

145. (Ein Korper überf^reitet, Don linls lommenb, jur Seit t=0 
mit ber (Eefc^minbigleit Vq ben Anfangspunit bes Koorbinatenft)f tems. 
Seine Ben)egungsart entfpri^t ber porigen Aufgobe. IDel^e Srenjen 
^at feine Bewegung unb roann roerben fie erreicht? (Beifpiel i^q » 10, 
ft=l, L = 2). 

146. Irtan oerfolge bm IDeg be$ Körpers unb feine Sef^minbig« 
leit, oon ber Hnten Ruhelage ausge^enb, fo lange, bis er u)ieber feine 
linte Ruhelage erreicht. 

IDir fe^en aus ben legten Aufgaben, bag fi^ eine lineare Differen« 
tialgleid^ung oon ber 5orm 1/' + ay' + by=c ftets auf btn ein* 
fächeren 5^0, ba^ bie re(i^te Seite perfd^toinbet, jurü^^ren lagt 



lOtd&t^it lineare Differentialgleichungen ^weitet (Orbnung 77 

<ts x\t i/' + ay' + b(y-^) = 0; fefet man |^-^ = z, fo wirb 

^ = z\ y" = z", alfo z" + az' + &z = 0. 

So^ tritt bei 5er Bereci^nuns 5er S^ftigleit Don RS^ren unter äuge« 
rem äber5rud (SSppI, S^tigleitsle^re) 5ie (Steigung auf 

£Ö ^ = Mo + pcffo-- (pc+ -^) 2^. flußer x,|^un5/fln5 hierin 

aOeCrölenlonftant C$fet(pc + ^):£Ö = 6; {Mo + pcyo):ES 
= c. Da5ur^ U)ir5 5ie Dorgelegte (Blel^ung ouf 5ie 5orm ^' + by 
==cgebro^t;z=^— ^; z"+6z=0; z=ilsin }/6x + B cos T/ftx, 

2^= I + z, mit^in^= ^^!?5J:^+ A sin )/& jc + ßcos y^^ 

. Oerffirjte lineare Differeittialglei^tittdett mit 
oerfitt^erli^eit Koeffisieitteit. 

Beifpiei 89. Bei 5er Beregnung 5i(!»)an5iger RS^ren lommt 5ie 
Differentlolglei^ung x^j^^ + jc g^ — u « oor. (SSppI.) 

Statt i^rer unterfu(^en mit 5ie (BIei(^ung erfter ®r5nung 

X ;r^ — K = o5er beffer 5ie allgemeinere jc ;j^ = r w, wobei r eine 

beliebige Konftante fei. Qier ift — = -— , olf o /n u = r Zn jc + /n ft; 

u = ft x**, fpesiell u = x^. VOix prüfen, ob fi(i^ 5iefe flnna^me Piet 
leicht auc^ ^ier betoä^rt Aus u = x'' folgt Il' = ^x'""^• u" = 
r (r— 1) jc''-^; man erhält beim (Einfefeen x^r(r — l)x''^^ + 
jcrjc*""^ — jc^ = 0, alfo, mttm man 5ur^ jc^'lfirst, r(r— 1) + 
r— 1 = 0; H- 1 = Oj r, = + 1, r, = — 1. €s ift 5a^er fowo^I 

X «Die - eine portiluISre £öfung, 5{e allgemeine ift na(^ S. 74 

y^kix+-^' 

Uu\qahttL 

147. Bei 5er Bereii^nung lugelfdrmiger (Bef fige (SoppI) er^SIt man 
^« |!« + 2 jc ^ - 2ii = 0. tDie Reifet 5ie allgemeine £5fung? 

148. x«|^.+ 9xg+ 12^ = 0. 



78 VII. Cineare Difftcentiolglet^ungen yotiitx (Drönung 

»elfpfeuo. jc«§^. + 5xg+4ir=o. 

UHr fe^en g^x^ unö erhalten Mc (Kleidung r(r— l) + 5r 

+ 4 = 0. Sic ^at öle DoppcItDurjel r^ — 2; y = -\x\t yooax eine 

£5fung, aber nl^t öle aügemelne ba, ölef e 3 id e l iDllIffirllc^e Konf tanten 
entl^alten mug. XDlr nehmen an, öag unfere (Biegung für r aus 
einer oon l^r toenlg oerf d^leöenen entftanöen fei, toeld^e öle £ofungen 
ri= — 2 + A, r, = — 2 — A lieferte, wobei h eine Heine 3a^I be- 

öeutenmSge. Dannlft^=-^+-^rÄ=~-, (k^o^'^+k^x-^). 

(Esi\tx^^^^ *, x"'^ = ^— Ä Äi Ä^ X)er Klammerausörud tolrö, wenn 
man (begen öes Keinen ± h) nur öle belöen erften (blleöer öer Reihen* 
enhDlÄIung benufet (D. S. 70) Äi x* + ft,x-^=Äi (1 + A/nx) 
+ *2(l-A/7iJc) = (fti + ft,)+Znx(Ai-fe8)A. 3ftAno(% fo Hein, 
Immer lann Aj — ftj fo beftlmmt toeröen, öafe (fti — Ä2)A enöll(^ 
bleibt, es mfiffen nur Aj unö A, grog unö t)oh entgegengefe^tem Dor« 
jel^en angenommen n>eröen. Stets tann man es öann elnrl^ten, öag 
Ai + Atenöllc^ bleibt (als Dlfferenj groger 3a^Ien),rDenn öle abfoluten 
IPerte oon A^ unö A^ flc^ nur um einen enöltd^en Betrag unterfc^el« 

öen. 3ft3.B. A = YööJo5Ö' *i = 500002, A, = - 500000, fo Ift 
A(Ai — A,)'^l,Ai + Aj = 2. (Esi\tä^oyr^^(A + Blnx),wtm 
man Ai + A, = A, (A^ — k^)h=^B fe^t 3m (Brensfall (A = 0) erhalt 
man als allgemeines 3ntegral y^-riiA + Blnx). Ittan lann öur(!^ 
(Bnfe^en In öle gegebene (Blel^ung lel^t öle Rld^tlgtelt beftätlgen. 

U9.x'j^,+ ax^ + by^0. 

Wir ^fitten au^ anöers oorge^en tSnnen, um In Belfplel 40 öle 

allgemeine £öfung y 3U flnöen, loenn öle partltulfire y^ « 
fannt ©ar. & ift xV' + ^x^ + 4|^ «='0 unö ebenfo 

x*^i" + 5xy,' + 4^1 = 0. 
ntttltlpllslert man öle obere (ble^ung mit y^, öle untere mi 
unö aöölert fle, fo Ift x'{j/'y,-y,"y) + 5x{y'yi-y,'y)-- 




üerffirste lineare Differenlialgleic^ungen stoeitet Ordnung 79 

roir fc^en j^y^ - ff/|^= u, bann ift vi = {;^'y^ + y'y^) - fe/'^ 

+ ir/ff') = l/'^i - iri"ir» l>ö^« erholten wir 

• ff , . A «. ^u , -, n. du bdx 

Inu^ — Slnx + lnCi'f w = ^» 



«•M*m#.©=-s:^^.A ,4©=&^r. 



^^^Cilnx + c^; y^^^ic^-^cjnx). 

S^reibi man A f tatt Cs unb £ ftati c, , f ^at man bas frühere (Ergebnis. 
Dos thtn gefc^ilberte Derfa^ren I&gt fi(^ auf febe oetÄärjte lineare 
Dtfferentialglei^ung sroeiter Orbnung antoenben, es fe^t nur Doraus, 
ba| ein partifuläres 3ntegral betannt ift 

160. nian ffi^re ben (Bebantengang ber legten Bemerlung bei ber 
Differentialgleichung ^' + Xi ^ + Xi y^O buxäi , in roe^er Xi 
unb X^ gegebene 5unftionen 9on x finb; y^ fei eine belannte Par« 
titularlöfung. 

c. OoIIftSttöide lineare Oiffeteittialdleii^uitdeit. 

Seif piel 41 . Auf einen elaftif ^ f d|tt>ingenben Korper (Huf gäbe 1 34) 
toirlt eine periobif^ an« unb abfd^roedenbe Kraft (3. B. bie £uf^ 
fc^roingungen, n^eli^e eine Stimmgabel erseugt). (Es foll feine Be» 
roegung unterfu^t toerben. ((Erscoungene S^toingungen.) 

Die Don bem fremben Körper ^enfi^renbe Sufa^befc^Ieunigung ift 
oon ber 5orm l^ sin It, toobei bie Konftante P bie Stärle unb X bie 

Periobe (^oratterifiert; nad^ ber Seit -^ roieber^olt fid^ ber Dorgang, 

toeld^er bie urfprfinglic^e Bewegung beeinflu|i (Es ift 

x"«-fc«jc + /«sinAf; Jc" + ft*x = /*sinA^. 

(Es liegt na^e, on bie £agrangef^e Dariatton ber Konftanten 3U 

benf en, U)el(^e bie £öfung unoertärster linearer Differentialgleichungen 

erfter Orbnung geftattete. IDäre in unferem $alle bie rechte Seite 

^ '(^ 0, fo tonnten toir bas (Ergebnis fofort ^inf ^reiben; bie (blei« 

ig jc" + fe* x= ^at bie £5fung x ==m cos kt+ n sinfef. 

mb n f äffen u)ir {e^t aber nic^t me^r als Konftanten auf, f onbem 

Sunttionen oon t, bie fo beftimmt roerben f ollen, bag y ber unoer« 

'jten (blei^ung genfigt. Dasu genfigt es aber, toenn nur eine 

zt (Brögen Doriiert toirb; rechnen n>ir mit beiben, fo ISnnen toir 



So VII. Chteore tHtfereittioIgtei^ttttgen 3tDciter (Orbimnd 

ifpim nod^ eine beliebige Bedingung Dorf^reiben, o^ne bog bie Re^« 
nung an flllgemem^eit einbüßt. 3«%t ift ( I ) jc » m cos i^ ^ + n sin ft ^, '\ 

x' = m' cos kt — mksinkt + n' sinkt + nk cos kt 
(Der Stri^ bebeutet bie Ausführung ber Differentiation nadi t) 
nta^en oir {e^t oon unferm Re^t (Bebrou^! IDir [^reiben oor: 

(2) m'cosftf + n'sinÄ^ = 0. 
Dann vereinfacht fi^ x! auf ben Ausbrud 

(3) . y = — m ft sin ftf + n ft cos kt 

(4) xf^ = — w! k sinkt— mk^coskt + n' k cosft/--nft*sinft^. 
3e^t fe^en toir (4) unb (I) in bie gegebene Differentialglei^ung ein 

— wlk sinkt— mk* cos kt + n' kcoski—nk* sin ki + mk^coski 
+ nf^sinkt-=PsinXt 

(5) — wl sin kt + tI cos kt = j sin X t 

Aus (2) unb (5) finben mit ni unb n\ IDir multiplijteren (2) mit 

cosft^, (5) mit — sinkt unb aöbieren, bann er^filt man (6) ni' = 
/« 

— ^sinAf sinft^ IDäp man sinkt unb coskt ab Saftoren, fo 
entfte^t ri^-^sinXt cos ftf. 

m' «^ [cos(l + *) ^- cos {X-k)t] 
n' = ^[sin(X + ft)^ + sin(X-ft)/L alfo 

. /«r co8(x+fe)^ cos(x-^)n 

^^) "^2^L — x+k x3]r-J+^ 

il unb B finb 3ntegrationstonftanten. Diefe IDerte finb in (I) 
einjutragen. _ ^ rsin(X + fe)^cosfe^ — co8ft-i-/g)^sinfe^ 

^■~2äL ^ + /f 

sinU — ft)^cos/?^ + cos(l — /?)^sin/?n , . t.^ • » • l^ 
^^ ' j^ — ^ ^J + -A COS *f + B sin kt. 

IDenbet man wie oben bie 5ormeIn sin (« ± ß) an, fo erholt mc^ 

/*rsinZ^ sin in , - u. , o . i.^ 

Der 3n^alt ber edigen Klammer ift sin Af Irrü— 5— sM 
2/fsini^ . -, ^*"^'^ *"^-J 
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(8) x = '-jr!zj¥smlt + Acoskt + Bsmkt. 

3ft allgemein öte <5Iet^ung 

gegeben, fo löfi man juerft öte oerlürste (Biegung 

(b> Sr« + -^iS + ^«^=0' ^'^ ^^'t^^* (t)gI.S.74) 

(c) y = mf{x) + ng) (x). 3e^t faßt man m unö n ni^t me^r als 
Konftanten, fonbem als paffenb 3u beftimmenbe Suniftonen Don x auf: 

(d) m'f+n'(p=0, fo ba% 

(e) j/==mf + n(p^ voixb. hieraus folgt 

(ei) ^' = w!f + m f + vlq! + n cp". Durd| (Hnfe^en in (b) ent- 
ftel(t mf + n(p" + w!f+n'(p' + Ximf + Xin(p' + X^mf+ 

\f) {mf^+ng>'' + Ximf + Xin(p' + X^mf+X,nq>) + m'f 

+ n>' = Jfg. Da aber (c) bie Cöfung oon (b) barftellt, fo ift ber Aus« 

brud, bm man erhält, toenn man (c) in (b) einfe^i, gleich 0; in (f) 

Derf (^toinbet bie Klammer, nnb ni unb rJ lönnen ans btn (Bleic^ungen 

(d) nif+v!q>^0 

(0 n{f + v!(p^^X^ beftimmt roerben. 3ft bies gef^e^en, fo 
bilbet man bur^ 3ntegration m unb n, fe^t bie IDerte in (c) ein 
unb Ifli bie DoIIftänbige £dfung oon (a). 

}Iuf9aieit. 

151. 3n6eifpieI41 roerbe bie periobif^e Störung burc^ eine be« 
liebige erfe^t. IDie lautet bie suge^örige Differentialgleichung unb 
i^re £ofung? 162. y" + lO^r' + 16^ = e^. 

153. y*^ + 2ay* + b^y = e'^^] b fei oon a oerfc^ieben. 

164. a unb b in Aufgabe 153 feien glei(j^. 

156. Bei ber 6ere(j^nung ber £at)alf(^en Dampfturbine lommt bie 

771 d^X 

(Dletcqung— ■^ + a: = — ecosuf oor; tote Reifet i^rc allgemeine 
Cöfung? 156. ^y" + g = -esmut 

XDenn oon einer unoerfürsten linearen Differentialgleichung 
y" + Xiy^ + X^y = Xi ein partiluläres 3ntegral y^ belannt ift, 

Hnu(5 589: CinöotD, DifferenÜalglei^undcn 5 
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82 VIII. nft^erungsmet^oben für Differentialgleii^^ungen jxDeiier Orbnung 

fo'fü^rt bte Huffu^ung bes allgemeinen auf eine oerifitjte Diffeten« 
tiolgleii^ung. (Es ift bann nämli(^ 

m" -^ X^y^ -¥ X^y^^ X^. Dur<^ Subtraftion 
ergibt fi(% fe - yy' + X,{y- y.Y -i-X^iy-y^)^ 0. 3ft Ijieraus 
y—yi=: f(x) beftimmt, f o ift bas allgemeine 3ntegtal y = fix) + y^. 

167. Don ber Differentialglel^ung y'* -j- ay=^ — bx nimmt man 
an, ba^ yi^cx bei paffenber IDa^I von c ein partitul&res 3ntegtal 
fei. Die Dermutung foK geprüft toerben, unb, xoenn fie fi^ beptigt, 
foH bas allgemeine 3ntegral angegeben loerben. 

168, ntan oerfuc^e bie <BIei(!^ung ^*5^ + *5^~"9^ = ""^^' 

(tC^eorie ber IreisfSrmigen platte) ä^nli^ 3U be^anbeln. DermU' 
tung (pi = cx\ 

VIIL ttS^erungsmet^oöen für Differential» 
glei(^ungen sioeiter Orönung. 

A. Cttttoitflttiid butit potett)rei^eit. 

Das auf S. 53 bargelegte Derfa^ren tagt fic^ o^ne toeiteres auf 
Differentialgleichungen jtoeiter Orbnung antoenben. 

»elfirtel 42. ^. + ^ g + 9= 0. IDir oerfudjen bie £5fung bur<% 

ben Hnfati y==a + bx + cx^'^ex^ + fx^ + gx^ + '-. Dann ift 

l/=& -h 2cx + Zex^ + ^fx^-j-5gx^-i . ff" = 2c + 6^jc 

+ 12fx^ + 20gx^ + ZOhx^ + • • •. Jafet man bie qUxäfyolim Po- 

tenjen jufammen unb orbnet, fo erhält man ^" + ^l/ + 2/*=^ 

+ {2c + 2c + a) + {6e + Ze + b)x + {l2f+^f+c)x^ + (20g 
+ bg + e)x^ + (30/i + 6 A -h f) x* + • • •. Da biefer flusbrudE iben- 
tif^ t)erf(^iDinben foll, fo muffen alle Koeffisienten = fein; alfo 
6«0; c=—ia; e^-ib-^Oif-^-^c^+haig^-^-j^e^O; 

" «6/ «8ü4" 

ff = a(l-|; + 2^.-2,^±-..)(BeffeIfdje3r' 
funftionen.) 

15». ff" = X* y. 160. xff" + 1/ + » = 0. 
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B. £5fuii0 butii bU Sititpfoitf^e ^ornteL W 

(Es fei eine Dlffercntlalgleli^uttg i)on öcr Sornt 2/' = 9 (j^', i^, jc) >^ 
gegeben, loelc^e als Konftanten nur beftimmte Sohlen, leine Bud^« ^ 

ftaben (a^ 6, c • • •) enthalte. IDenn fle allen Derfu^en, i^re £öfung /?|^ 

„ejalt" nad^ bm bisl^erigen ober anbem tltet^oben 3U finben, Iroji ^^ 

bietet, fo lönnen toir fie burc^ bie Simpfonfc^e Hegel mit beliebiger 
(benauigf eit na^erungstoeife integrieren. Das Oerf a^ren unterfd^eibet 
fid^ von bent auf S. 55 f. gefc^ilberten nur babur^, ba% noii eine W^ 
3tx)eite 3ntegration nottoenbig ift ; biefe madjit aber gar leine S^toierig« 
leiten. 

(Es fei für einen tDert Don x, nSmlic^ für jc == a ber IDert Don 
y, y^b unb ber x>on ^ (= c) gegeben. T^cain ift (j/') = 

g> {c, b, a), alfo betannt (= d). IDir n)fi^Ien ein paffenbes 3nteroan w 

ffir bie Zflc^fe aus unb fuc^en junät^ft bie IDerte für jc = a + y u;; ^ , 

fie feien bejei^net mit y,^^, y^J, i^,^^'. Die le^te (Broge wirb ejtra» 

poliert; in ben metf ten Saüzn ift man 3u ber Hnna^me bere^tigt, 
ba^ fie na^esu gleich Q') ^ , alfo glei^ d ift. Dann ift y,^^ 

y" dx^c + ^(d + y,^l^) ((Erapesregel!). S«tner ift y,^^== 

« a + V.w 

='b+ ji/dx^b + ^(c+ y^^^y IITit ben f gefunbenen ItS^erungs» 

a 

werten t)on i/^^j unb ^^^^ läfet \xäi y^^^J genauer berechnen; es ift |^,^J' 

"=» g) (i^yj, 2/x/^, a + Y u;). 3€^t toieber^olt man bas ©erfahren, bis 
eine neue IDieber^oIung feine Derbefferung me^r bringt. 
Dur(^ (Ejtrapolation finbet man nun für x == a + u; ben IDert y^^. 

Dann ift y^= c +J^'dx, alfo nac^ ber Simpfonfc^en Regel y^ 
^ f [^ + »1" + *ffv."] «"^ »i = * +/»" dx^b + ^lc + 

a 

y^j^ . aus biefen Itö^erungstDerten bcf timmt man y^*^ (p(yi\yvXt) 
<»uer unb tpieber^olt bas ©erfahren genägenb oft. 

6* 
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84 VIU. ns^erungsmei^oöen für Differentialgleichungen ^toeiier 0r6nung 
ntan cEtrq)onert \fxx x=a + 2wbm VOext y^\ Darauf ^at man 



a + 2w a + 2w 

Vi 






tu 



ö + 2^ [c + ^2' + 4 y^] ; ^2" mxxb genauer als Dörfer beregnet; y^" = 

9 (öit 2^8r <z + 2 w). Dann ge^t man bas Hec^enf c^ema bis 3ur oöKigen 
Übereinftimmung bur^. 
3e^t mxxb y^" ejtrapoliert (jc = a + 3 u;). Dann ift y^' = 

Ui +/9"rf*~ffi'+?lffi"+»."+4Wl;ffs =ffi +/ff' dxftJffi + 

+ f bri' + ^^3' + ^«ri']; l>«t genauere IDert oon y^" ift gleich 

(p (y^\ y^f a + Zw). Der tocitere (Bang oerläuft entfprec^enb. 

Seifpiel 43. (Ein Sefunbenpenbel (Hufgabe 127) rairb fo ^0(^ 
gehoben, ba^ bie Penbelftange toagerei^t liegt Dann lägt man es, 
o^ne il^m eine Hnf angsgef (i^toinbigleit 3U erteilen, fallen. Der Derlauf 
ber Beroegung foll Derfotgt roerben. 

Die in Beifpiel 31 (S. 66 f.) abgeleitete Differentialgleichung 

9" = — y sin g> gilt au(^ ^ier, es ift aber ni(^t mel^r geftattet, sin 9 = 9 
3u fe^en. Da bas Penbel bei Ileinen Husf(^Iägen 3U einer Si^toingung 

eine Sehinbe braucht, fo ift ^y^= 1» 7 =n^ öflo 

9" = — 7C* sin 9) = — 9,8696 sin g>. 
5ür / = ift g) = - 90® = — |, 9 ' = {ba bie flnf angsgeft^toinbig« 

leit s' = lg>' = ift), 9" ift + 9,8696. 

flis Snteroall roS^Ien toir ben sehnten lEeil einer Selunbe; w = 0,1 ; 
\w = 0fi5. XDix eftrapolieren g),/J' = 9,8696; bann ift 91// = 

0,05 

+Jq>" dt f^ 0,025 [9,8696 + 9,8696]; g>,^J= 0,4935; g>x/, = 

0,05 

- 1 +A)'df « - 1 ,5708 + 0,025 [0 + 0,4935] = - l,558f 


— 89® 17' 40". Qieraus folgt ein genauerer IDert t)on 9^^ ", nöm; 



penbcl mtt «ibll^tn Sdttoingnngcn 85 

),8696 sin (~ 89" 17' 40"); g>,/'= + 9,8690. (Er Uefert 
p,^'= 0,4935; 9,^^= - 1,5585 = - 89" 17' 40". Da 
t f^on soi^ei 3ur Betet^nung oon 9" biente, ift eine 
ebeiEfoIung unnStig. 

n 9,8696 auf 9,8690, al^ um 0,0006, gefallen; es toirb 
opolieientie tDert 9," itngefättt 9,8684 fein. Dann ift g>j' 
1 

Vi = Sö ^ [9,8696 + 9,8684 + 4 ■ 9,8690J = 0,9869; 

M 
,5709 + fv' dt m - 1,5708 + - 




^/' 



-90" 


- 1,5708 





9,8696 


89"ir40" 


-1,5585 


0,4935 


9,8690 


-87" 10' 30" 


-1,5215 


0,9867 


9,8577 


78» 42' 30" 


- 1,3737 


1,9660 


9,6785 


64" 43' 40" 


-1,1297 


2,9033 


8,9250 


46" 40" 40" 


-0,7973 


3,7140 


7,0609 


22" 39' 20" 


- 0,3954 


4,2690 


3,8016 


2" 30' 20" 


+ 0,0438 


4,4419 


-0,4315 


27" 25' 40" 


+ 0,4787 


4,1867 


- 4,5462 


49" 47' 50" 


0,8691 


3,5701 


— 7,5380 


67" 54' 10" 


1,1851 


2,7263 


-9,1448 


80" 49' 20" 


1,4106 


1,7747 


-9,7433 


88" 10' 40" 


1,6390 


0,7926 


- 9,8646 


89" 53' 30" 


1,5689 


-0,1943 


-9,8696 



% 



= — 1,5215 = — 87" 10' 30". hieraus 9/' = 9,8577. 
5)j'= 0,9867; 9, niie DOt^t. nHebcr^&ing jtoeiflos. 

er extrapolierte IDeit ffic <p" re^t ungenau mar, f{il)rt . '.^ 

ig \itmU jum 3leL -'% 

Eren (Ergebnlffe ftnb in ber folgeniien Heinen ffaftelle nieder- - -^ 

man »on nom^erein fii^ anlegen lann, wenn man bie ^^ 

nren IDcrte etft mit Bleiftiff ^inf^reibt unb nattj^er butt^ ' : 
igen, neli^e mit lEinte eingetragen merben, erfe^t. 

(p" ip (abfolut) tp' q>" ■^: 



« tarnt man ble Differentialgleichung auf betben Seiten mit 
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86 VIII. Xtfi^erungsmet^oöen für Differentialgle^ungen 3tD€iter (ßrtnung 




9' mutt^Kjtcrctt unb barm integrieren; man erhält y(9')* + C = 
= + 71;^ cos 9. Sflr ^= ift g)= — 90^ xxnb 9' = 0, alfo muß C=0 

fein; 9' == 7ri/2 cos 9. Die l^albe S^n)ingungs6auer finbet man, 

wenn man 9 als ^ 

abhängig von i 2 

grop^if^ barfteüt 

(Sig. 30) unb feft- 

f teilt, tDann9>=0 

toirb; es gefc^ie^t -^ 

für f= 0,59. Itlit-^ 

einem genaueren 3nterpoIationst)erf a^ren (ogl. 0. Sanben, Prattif (!^e 

Analt)fts) ergibt fi^ aus btn beregneten IDerten t)on % bag ^=0,5902 



1- 





5i9.90. 



ift; es laßt fi(!^ jeigen, baß ber ftrenge IDert =- 



1 /!1_1^___ 



ift; er ftimmtmitbemtta^erungsn)ert innerhalb ber oier Stellen n(xS\ 
bem Komma DöIIig überein. 

Seifptel 44. Die balliftif^e Kuroe. «n ©ef^ofe oericffe ♦«*♦ 
ber Anfangsgef^iDinbigteit Vq m/sec ben (Bef^fi^Iauf, toe^er 
ber l^orisontalen bvx IDintel a® bilbet. ($ig. 31.) Serlegt ♦ 
bie Bemegung in eine ^orisontale (jc) unb eine oertilale {jg) K01 
nente, fo loirft in {ebem puntte ber Ba^n bie Befc^Ieunigung 
Sc^n)ere mit ^f = 9,8 1 m/sec* naöii unten, alfo nur auf bi«* •^ 
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lole Komponente. Sc^en mir Dont £uftaiiberftani ab, fo lauten Me 
BeroegungsgleidiMngen -^ = utifc -^ = — g (minus, nwll iie Be» 
f^Ieunigung nat^ unten jie^t). 

Qletous ergibt fid) fofort x=kt + ki; g=- ^g^ + lt + l^. 
Sur Befttmmung ber 3ntegratii>n$tonftanten k, A,, l, /, bead)ten nttr, 
bog ]ur Seit / <> bos (Se^ri 
f^og ben £auf oerlägt, fDr j ^-3<- 

i = ift X = 0, ff = 0, 
d* da 

2j =Po cos«, jf =1-08111«; 

alfofti = /i«=0;ft=uocosa, 
/=Dosina, mithin x = i 
Po^cosa; ff = — Tfl''* + *'< 
Po ^ sin a. (Es lägt fi(^ leitet 



—5 



5elgen, bafe bie Balinhirre eine pncübel fein muß. 3n Jlg. 32 i|t fie 
für Do = 100 m/sec, a = 30" gejeic^net; es ift bie längere ber betben 
Kitroen. 

3e^t moilen toir benCuftoiiberftanb berii(Ffid)tigen; feine (BrSfte 




Sf9.52- 



fei in einem beliebigen Bal(npuntte = —w (negotio wegen ber Brems« 
toirtung). Dann ift feine ^orijontale Komponente — w cos «i , feine 
oertif ale — IV sin «1 , mobei«, ben momentanen Steigungstointel ber 

Kuroe bebeutet. IDir boben tg a, = 3^ , sin o, = -^ , cos «, = -^ 

{ogl. 3. B. 51g. 27), alfo 

d^__ dx d^ dy 

dt'~ ^ ds' dt''^ ^ ^ds' 
Bei ntfigigen (ßef^minbigteiten ift w bertbef^minbigfeitfelbftpro- 

.onol; H>=:ft»^; ft» ift eine natiirlonftante. Bei biefer «n. 
ne erholten mir 

dl* '^ dt' da " dt' dt* 8 '^ di 



•n mir ä*=0,1; ^=9,81, fo ^aben mh 



88 VIII. ns^erundsmei^oöen für Differentialgleichungen soeiter (Drömtng 

jc" = - 0,1 y ; / = - 9,81 - 0,1 2/. ' 
Diefe (Elei^ungen follen numertfc^ integriert roerben. 3u Hnfang ift 

86,6 -8,66 50 -14,81 

(Red^enfij^iebergenauigteit). 
nOir toa^Ien als ^nteroall eine Setunbe, 3U Beginn öer Re^nung 
y sec. (E|rtrq)oIieren toir, inbem toir sunSc^ft annähmen, bag i^ unb 
2^" nac^ einer Setunbe i^ren IDert no(!^ beibehalten ^aben, fo ent» 
fte^t für f = ^ bie f olgenbe, nä^erungsroeife ri^tige Rei^e 

t X y! jc" y 1/ 2/' 

0,5 42,2 82,3 -8,66 23,l5 42,6 -14,81. 

mit bm nd^erung$Q)erten für x, x', y, y^ ermitteln roir bie 3U)eiten 
Ableitungen genauer, x" « — 8,23 ; ^" = — 9,8 1 — 4,26 = — 1 4,07. 
£egt man biefe befferen XDerte jugrunbe, fo ergibt fic^ 

^ X jc' jc" y ^ ^' 

0,5 42,25 82,4 -8,23 23,2 42,8 -14,07. 

Bei einer no(!^maIigen Dur^ed^nung finbet man enbgültig 

i X J oi^ y ^ y" 

0,5 42,25 82,4 -8,24 23,2 42,8 -14,09. 

3e^t ejrtrapoliert man bie IDerte oon x'^unb^" fflr f = 1,0 unb 
loenbet sur Beregnung 0on x\x unb y\y bie Simpfonf^e jormel 
an. Rtan finbet als Cnbergebnis 



t 


X 


** 


x" 


ff 


ff' ff" 








86,6 


-8,66 





50 - 14,81 


0,5 


42,2j 


82,4 


-8,24 


23,2 


42,8 - 14,09 


1,0 


82,4 


78,35 


- 7,835 


42,85 


35,9 - 13,40 


2,0 


157,0 


70,9 


-7,09 


72,3 


23,2 - 12,13 


3,0 


224,4 


64,l5 


- 6,41» 


89,6 


11,6 -10,97 


4,0 


285,5 


58,05 


- 5,805 


95,9 


1,2 - 9,93 


5,0 


340,7 


52,5 


-5,25 


92,3 


- 8,3 - 8,98 


6,0 


390,7 


47,5 


-4,75 


79,6 


-16,8 - 8,13 


7,0 


435,9 


43,0 


-4,30 


58,9 


-24,6 - 7,7 


8,0 


476,8 


38,9 


-3,89 


30,7 


-31,5 - 6,f 


9,0 


513,8 


35,2 


-3,52 


-3,9 


-37,9 - 6,( 


Die füQere Kuroe in Sig. 32 jcigt, wie roefentlic^ btx £uftt»l6erftai 


untet öen angenommenen Bebingungen bie Ba^ngeftott beeinflugi 



BaUiftifc^e Ktttoe 89 

(Es braucht nid^t befonbers ^eroorgel^oben ju tDCtben, bag bas nume« 
rif (^e Derf a^ren au<^ bann brau^bar tfi, toenn für btn Cufttoiberftanb 
ein anberes ©efc^ angenommen toirb, 3.B. u; «= ft*!;", toobei n ein lon- 
ftanter, paff enb getoäper (E^rponent tft (^ier ix>at n=l; getoö^nlid^ 
fe^t man n = 2). Die ejrafte Be^anblung toirb in ben meifien $aütn 
Derfagen ober 3U fe^r lomplisierten 5ormeIn führen. 3n unf erm Jall if t 

5ür f = 9 erl^olt man unter Benu^ung ber angegebenen XDerte x = 
513,925; y = — ^ftZ2, wenn man mit fec^sfteüigen Cogarit^men 
rennet. Der fe^r geringe Unterfi^ieb betoeift fc^Iagenb bie (Benauig« 
leit bes ns^erungsr^erfa^rens. pra!tif(^ ift er ganj bebeutungslos, 
ba bie IDerte für Vq, cc, g unb befonbers k\ fotoie bie Annahme aber 
bas (5efe^ b^ £uftiDiberftanbes Diel ju ungenau finb, um bie fln* 
roenbung einer oielftelligen (Eafel erforberli^ 3U machen. 

Sinb bie Diff erentialglei^ungen oon ^Sl^erer als jtoeiter (Drbnung, 
fo ift bie numerifc^e Be^anblung au^ imftanbe, fie ju lofen; es ift 
nur eine toeitere Integration erforberlid^, ba man oon 2^"' fc^rittmeife 
3U y"t y' ^nb y übergeben mug; bas IDefen bts Dei^a^rens bleibt 
ungeänberi 

Die natura>iffenf c^aftli^en Probleme ffi^ren in bm meiften 5fiUen 
auf Differentialglei^ungen, bie in ber Itle^rja^I oon ber stoeiten 
Orbnung finb, ba bie Kräfte burc^ ycoü^t Differentialquotienten bar« 
geftellt »werben. IDir ^aben eine Rei^e Don Iltet^oben lennen gelernt, 
um fie ejraft 3U be^anbeln; anbere 3U bringen oerbot ber Raum. Da 
mix aber gefe^en liaben, bag, wenn bie ehalten Derfa^ren oerfagen, 
jebe lonirete Differentialglei^ung mit beliebiger (ßenauigteitnumerifc^ 
geloft loerben lann, mag es fi^ um bie Bewegung ber (Beftirne ober 
ber (Eleltronen ^anbeln, fo bürfen toir fiber3eugt fein, bog ber mo« 
bttne tlaturf orfc^er btn auf i^n einbringenben Problemen getoappnet 
gegeniiberfte^t. 




CBfungtn (1—5) 



^- P - - 1 + i fc ■ Süt Ko^hnfitu« flUt Sig. 35. 
IRan Dtiglei^e bic Uoptttl flbtr tiic Iilttfc^c tCempKotut 
in pl)i)filallld)en £cf|ibftd|cm. Dfc Kurac, tutlf^c f^i tnU 
fprii^t, ^ot einen IDenbq)unIt, in toüä^tm b\t Sangente 
^oriäontol netifluft. 2.^--2o = 0, alfo 
niuft JCS -0 ftitt. Die ftt^fen 
flnb Cnoeloppen, 
t>i( Si^nitt- 
pnntte bena^» 
barteT KntDen 
ä""-^ liegen ob« erft 

tn unent» 
g^,J (ii^er Inl- 
d-fll' -1f*-fll' (emunfl. 

8. Aus B - ^^—^ - 0; - Jü' . _*!' ■ = folgt b - 0. Die flbrjlfltn. 

ai^fe iff ttie Cnoeloiipe; fie bilbct (eine Scenjiinie fftt bie Kun>enf<^at. 
Bei bct Sd^^ng bei einjclnni Kutoen benit^t man jisedmägig eine 
Si^oblone. i. flis Sleit^ung einer «lieralien finbet man f =' x + c'g 
-e-0. €il(l|^-2c9-l-0, olfoc-i- Dur.^ «infefien In bie afte 
(Blei^ung et^filf man xy^-^, [ ie (SIei(t|ung cinei glcid|feitlgtn Eii]perbel. 
Um^üüungsfonftruflian (D. S. 4: ). 5. (Eine ISeiabe bet S^ar f^neibet auf 
bei yfl^fe bas Stfld Isin tp ab unb bilbet mit bei po(itii)en XRätit ben 
Q)inlel-q: (5ig.34): i^ie Sietd^nng Iß (DB^-xtg^ + lBiaip. Dtud| 

Y Dif f eientiation na^ bem Potametet q> ent|lel|t <2) 0— -— j— + icos f. 
flu« (2) folgt cos <p- (^jY , olfo aln 9 = 1/ I - /^V ; 
ig q> =■{-)' y '~(f)' ■ ^"'"'1 fMeften in (1) ci 




=/-(r[-(f)^]^f-['-(fr]^ r 

^ait 6ie .SternhiToe", eiTwn 1 
btr fjqpojqtloibe (Sig. 35). 
6.if+:(|| = 0. DgtMellan. 
gentcnlonftnittton D. S- 47. 
7.g'° ' - ^ ---;yerttiisiinb 
ans (ei Unn>cngl<i(f|ung folgt 

s.,..-f + i + ,. 

^"(-^j 51936. 

me l|t / Pdt = / »" jTi d'~ j m-^dt-> j mdv-=m (p^ — u,), toenn 
f, bieCtib', v^Meflnfangsgcfd^iDtnbigfeitift Dos probtttt aus ITtalfc 
unb Qtfii^iDlnbigfeit, mv, fjtigt aitt^ BcmegungsgiOlc; es Ift alfo bn 
antrieb gleii^ bem 3un>o^s on BetDegungsgröge. 12. Ai^ j Päs-^ 

nenn u, bic Scfc^ininbiglelt in B, v, bie in A bebeutet. $fir ble Etibeftsldftnng 

auf bem XOtg,tÄB lontmt alfo nnt bie ftnf angt- nnb bf e Cnbgefi^iDinbigfeit in 

Betradit. Bejei^ctman-^als .lebenbigc Kraft" obet ,n)u(^t',fo ergibt 

fic^ bie von bet Kraft Pgelet|tete flrb«it glei^ bem Suisadts an IDui^t, menn 

manbenCnbjnftanbmitbemftnfangsjuftanboeiglelc^t. IS.Dei^fidjtteDiffo 

rentialquottent ifl ber jneite, alfo Ift bie (Kleidung jaieiter Orbnung; \\t i[t 

linear nat^ ber Oeflnition biefer lblet<^ungen. 14. (s') '= ^- 1 ift eine Diffo 

.jlgletdjitng elfter Orbnung unb jraetten I5iab<s. 16. (tlei^nng erfter 

nung unb elften (biobes, aber nid)t linear. 1«. lineare ISlciif|ung elfter 

innng,»etIfir3t.l7.g«"-acosx+c;if+<icosx— c— 0;B+'"Cosar=c. 

H'--^^.^;if=aarSin(^) + cii.entfpr. 19.8"-«" ; a-ae" 



92 £öfungcn (20-34) 

+ cu.entfpr. 20. g = J; j/ = ^ + c (PorabeO- 21.g' = -J;ö = 

alnx+c.2Si.y'=:—;y=^— + c.23.fttts5tg.36 foIgtÖÄ= ^ 



nter 



a*» (n + l)a'* ' ^ -ff" 

24. z«^; jf'=|; 2/ = a/nJC + c=a/n (-V 26. Ä« = ^.A« = 
= 9,81 • 4125 • 0,001 ; k = p^^x = ^»^^ ™/s®<^' 2^- ^^ ^«^« X = * Ö^f^ft*» 

öann ift i? = ^ ^r-^- = k --^ — -^ — -^ • Bcjcidinct man öie Klam- 

•^\2 ^24^720/' 
im nennet mitZ, fo ift v=^k(x + j + ^ (1-.X+Z«-Z»); unter 
Dema^ISf figung öer ^d^eren Potenzen tDirö «y* = x + öJ » -^^ — "ö" » ^ = 

— = 15,64 sec, v=: gt= 153,4 m/sec. Ulit Cufttolöerftanö: 

ft» = 5868; X* = 598,2; In Cof (0,1281 1) = 2,006; Cof (0,12810 = 7,434; 
i = 21,04 sec; p = 76,60 tEg 2,695 = 75,92 m/sec. 29. ;fe«= 1093; 
i = 5,21 sec; i; = 30,19 m/sec. 80. ^=2,08 sec, i; = 18,16 m/sec 
(Prüfung butd^ 6ie Heiden 5er Huf gäbe 27). Der Unterf^ieb gegen öen freien 
Sali im luftleeren Raum ift bei öiefer Qd^e no^ fel^r gering. 81. v=gt+c; 
c anfang$gef(i^minöig!eit; s=^gt* + ci, mtnn ber IDeg com Seitpunft 
^ = an gered^net mirb. Der 3tDeite (Teil öer Hufgabe mitb am beften na^ 

Hufgabe 27 erledigt (c = 0). 82. b^xdx = a*ydy; ^-^-^^-^z=c\ 

2ä^"2f*c*'^' Qi)perbelf(^ar mit 5en Qalba^fen a j/2c unö ö}/2c 
(D. 5. 54). 83. €nipfenf(^ar mit öenfelben f^alba^fen. 84. a) |^ = 

. Vff* — ni* dy , dx ^ - r/?/\ , x+c ^. ^^ 

-^ m }/^* — m* ^ \in/ ^ m '^ 



i 



Cdfungen (35-38) 
35. He^net man h fenfre^t nad^ oben, folft-^ = — gf — ~ = — flf— ^ . 

Äarctgg)+c=-(/^; fearctg(|^) + c=0; *[arc«8:(^)-arctfir(J)] 

^—gt; -^= tg arctg (-j^ j — ^ unö no(^ 6er für tg (a - /?) gültigen Somtel 

— /npÄcos^^WroSin (^1- Sefttntanfeft, öafebieanfangsliö^eglel^O 

fei, fo ntug q =0 gefegt metben. 3a^IenbeifpieI: h=59S,2ln [76|60 cos 1,281 
+ 600 sin 1,281]. Der im aBfoIuten ITtag ausge6rü(fie IDinlel muft sur 

1 281 • 180* 

(EaBellenbenu^ung in Bogenmaß umgete^net toerben ; 1,281 = '■ — 

= 73^37=73*22';/i=598,2/n596,83=3823m; i;=12,61m/sec. 86.3m 
^öc^fien punfte mug öie 6ef(]^Q)inMgf eit gleiti^ fein, alfo ^^c^% = X' 
^ = -arctg^. Qier ift arctg^=82*,72=.l,444; / = 11*,27. man 

finöet h » 3831 m. 87. Hus /i - ^ In (Eof (^"j ergibt \iä^ : In (Eof (^ = 
= 6,405 ; Cof (^ = 604,87; ^ = 7,098, t = 55*, 43. Steigjeit unö Sali* 

3eit finb bei Berfi(ffi(]^tigung 5es £uftn)i5erftan5es nic^t me^r glei^. Die 

dW 
(Enögef ^winöigfeit ift ^ier fc^^on f aft genau glei(^ k (= 76,6 m/sec) ^- ^ = 

-< k (d' — ^o), wtnti 1 5ie 3eit, k ein pofitioer proportionalitStsfaitor ift. 

anöerfcits ift W^mc {9'-^^))dW^mcd^] l^ierans^=- ^^^~^*^ . 

Die ab!ü^Iung$gef<^iDin6ig!eit ift alfo ftetsöem Unterfc^iebe 6er momentanen 
^Temperatur oon 6er€n6temperatur proportional. Die (Trennung 6er Dari« 

<*eln liefert s^= -^;|^=c'»''; ♦ = », + («•,-♦.)« STc. 

Die €n6temperatur mxb t^eoretif^ erft na<!^ unen6Ii(^ langer Seit erreicht. 
Befin6et fi^ 3. B. eine er^i^te (Eifenhigel oon ^^ == 400* G in einem Haume, 
6effen tEemperatur fonftant auf ^0 » 20* erhalten tDir6, un6 ffi^It fie \\^ 

in 10 minuten auf ö- = 200* ah, fo finbet man leicht, 6a6 — = 0,07472 ift. 

Das ftbfüVungsgefeti lautet für 6iefen SaH «•= 20 + 380 g- 0.07472*^ ^^^ 
6ie (Temperatur in CeQiu$gra6en un6 6ie Seit in ITtinuten gemeffen n)ir6. Die 




— !• 



'-."_,-. 



94 COfungen (39-45) 

Cetnpetatur öes Körpers nad( t Utinuten ift 6ann aus f olgenöer tCabelle, 
bie grop^ifc^ borgeftellt rotthtn möge, 3u erfe^en. 



t 


0" 


10" 


20" 


30" 


40" 
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60" 


^ 


400* 


200* 


105^26 


60^39 


39^13 


29^06 


24,29 



89. Das Dolumen ACDB ift fny^dx\ 6ie Kraft, mel^e auf ben Quer« 
ftj^nltt CD mirft, betrögt Q+yfny^ dx; Me Unterftüftungsflftti^e ift ley^ 



X X 

alfo gilt bie (Blei^ung [o+y /«ö'djc] : ycy^^P; Q+yf^y*dx^nPyK 






hieraus folgt bwr^ Differentiation «rif'="2«Pj(^; yi^« 

dx = - — ?.; jc — jCo = — 'n 2/ ; (jc« 3ntegrations!onftonte) ;y^e ^P , 

Dur(!^ Cinfe^en in bie Husgangsglei^ung erl^ält man LQ+^i^^U ^ /qJ 

[ y(x— Xpn _ yx 

grß P J«P;nianfinbet^ierattsXo«- -/n^,fo ba6z/=T/-^c^^ 

toirb. S^^tt man in unferem Beifpiel als €in^eiten bas (bramm unb bas 

Zentimeter ein, fo ift ß « 400000 g; P ■» 450 g/qcm; y = 7,8 g/ccm; 
If - 16,82 gO-w^ee?* jj^^ ^^^ g^^^j ^1^^ ^^^^ ^^^^ j ^^ j^ ^^^^^ ^^^ ^j^ 

oberen Habius (x»0) ben XDert 16,82 cm; als unteren (x« 100) belommt 
man 40 cm. 40. Htultipliaiert man beibe Seiten mit y, fo entfielt 5ie in Bei' 

fpiel 10 be^anbelte Sorm. f(f) = \t^+t; ^^i^)'' j :pTir^lnt-ln(t'\-l)\ 

y 



y^o 



(3ei(j^nung ber Kuroenfc^ar). 41. Se^t man x = 



a' 



dti dy da du 

5x"'dl*d^^^'5l''^ ^ ^^^^ Aufgabe auf bie oorige 3urfi(f geführt 

«.»r-2^,feHl/**+**)«|(^HHl)für^=^;/ng)«arctcr^ 

DgI.BeifpieI11.48.DgI.41. 44.inanfeftexj/«f;y+xif'«f'; ^^=^ 

^^ 45. ma.. 



'^-^.= &m;^'«^ + ^Vw;^ 



t+t'fif) 



3x + 4ir = t, bann tDfrb y' 



?(''-'):';-'=«•' 3Ti? 



tUttf~a + bm;x-x,- 
■t-SS'-rr'; rr'-f{3c)q)(r); 
|:J-y/(*)da:.48.(5lfl.36) 

.o &! .. OS. ftnbnrtHs i|t OS 

U+US~y + xisß'-y- 

-xtgifB -xg'. 

7^^ QierttK« folat ^ = 

■x, sin^j;B=Jcarcsln(^ j . 

I.tf"«ce~""***{3«l(^nunB!). 

Seit^nnngl). 5S. £0[uns bn 
gen — Diffntntiolgltii^nns 

a: ■■ — xcos x-\-siii x + K. 

Irtan ptflfc tiuti^ Dlfftten« 
tiienn unb (ttlle einige Kucoen bcr Sijüx grapliif^ bor. U. X,=2; 

+ Äe-'. 66. ^ = 10*; «„=0; J»= ''^""" -ltf'[e-'-»''">"" 

2,085 ■ KT* 

*«»'■"'"'];(= 86400 aec. 8,64 lO'.M-MiSU-*^««"'«« 

-0,i«ii(] Rei^enentroidlungl J«-6,0430,1649ä;1. 57.417573; der 

■eile Setfall ba Cmanatlon Hbenoiegt ble Heubilbung ans bent Rabium, 

!t OemtnbHung. 58.835146. 59. Keine. 60. ^ocrf^ininbet glet^. 



96 £5fttttgcn (61-80) 

Settig mit -ar^-^^ + Xj e-^^\ dfo für ^= :r-^ In (\\ ; für unfere Sa^en» 

werte wirb ^ = 5 763 000 sec = 66,7 %a%^ \ J»L„„ ;^ 6. 61. ^ = 3 jc* + IT *; 

dC 
g) = Ä» + ^ö' + Cte); 2xy + ^=2xy'-^ay; C'=-2ay* + k; q>=x^ 

+ xy^-2ay^ + k-=0; x^-y*(2a'-x) + k = 0, $üx ft = er^&It man 
öie 3iffoi6e öes Dioües. DIan seltne einige Kuroen 6er Sd^ar, 3. B. für 
a = 1. 62. 9 = Ä»- axy + C; - ax + C = 3y*-ax; C=y« + *; 
Ä:» + ö'-a*» + ft=0. Sür/f=Oer^fiIt man öas,,Karteftf^e Blatt". 
63. 9 = f jc* + |x*z/« - 4 a«:c» + C; x«» + C'=^x^y + y* + a'y; 
^=4-ö*+fa'»* + ^;T(*'+»V--iaM^'-ö') + ^=0(Caffinlf<^e 
Kuroen, toii^^tig für Me 0ptif; für ^ = getDd^nli(^e £emnis!ate). 
^•x*y^ + y^(y + by^a^{y + by+k=0 0ion6:^oibm). 66.3a. 66.3a. 
67. nein. 68. Hein. 69. Hur, toenn a = b ift. 70. Hur, loenn & = — (a + 1), 

c=a+l,ft=-(a+2)ift.71.Mi=-T=; itf,=x|/; £öfttng xyVx+y^k, 

Vx + y ,_5^ 

72.M, = (x+ör^M. = (^^2fr2j ~|-. = Ä. 73.M,= (x>+y')*; 
M, = (jcyp^, alfo ift bas 3ntegral 6er Differentialglei^ung tf = ^; 

(Ä* + [f»)* :(:jc[f)^ = Ä, 06er, XDtnn man bei6e Seiten mit — potenjiert: 

"^i^*-^. 74.M, = ;c^•Jlf,=:(JC«+ff^""^^•(^Hö^«Ä. 75. Die 

Differentialgleichungen f in6 homogen. 76. (g - a x — c){y^ — & ac — c) = ; 
3tDei Si^aren con (Be ra6ett. 77. (1/ — 2Va5 + c) (g + 2 j/ax + c). Parabel« 
fi^aren. 78. (1/ - Vx* ^^) (1/ - j/c* - x*) == 0. Kreife un6 Qijperbeln. 

79. F= / 2/ cfx ; L = / 1/1 + (^) ' djc; aus F= c L folgt bmd^ Diff eren- 
tiatiott ö = cVl + (»')«; fe')« = (^)'-l; — J?==-±dx; 

> _ X-k _X—k-n 

c/n(^|-+]/(|) -lj = ±(jc-fe);|/ = J e ^ +ß ^ J. Kettenlinie. 

80. Had) Hufgabe 4 ^at 6ie (Enoeloppe 6ie (bleic^ung xy^^^- Die Diffe* 
rentialglei^ung 6er Kuroenfc^ar fin6etman, roennman caus jc+c'y— c=0 

un6 1 + c*y ' = eliminiert. Se^t man c = y ^ in 6ie erfte ©leii^ung 

ein, fo entfteljt x-i^-]/-l=0 06er (jc - i)' + 1 = 0. Diefer 






\^ -'■w- 




£öfuttgett (81-89) 97 

Differenüalgle^ung genügt 6ie Kutoenfi^ar un6 au<^ b\t €noe(oppe, tote 

tfifC 

mon fi* Ici^t übctseugt. 81. g'«—tgc; tgc=— g'; sinc«--==? 

«' yi+tg'c 

= ** Dur<^ Cinfe^en in öic <5Iei<^ttng öer Kumenfi^ar entfielt 

y=xy'^-=^=^obet(y-xyy==j-^ Dtefcr (Biegung genügt 

IL A X 

aud^ öie (Ent>eIoppe (Huf gäbe 5) x ^ + 9 ^ = / < . 82. Süt 5ie €noeIoppe 

ift neben öer gegebenen (blelc^ung noc^ — g + . _ ^3 = 0. hieraus finöet 

_2 «_ j_ A A X 

man c = x^ :{x^ +Ö®) titib 1 — c = y« :(jc8 +»*); ©leic^ung 6er 

22 ■ ^.f^ 



€nDeIoppe jc s + j^» = 1. Die Differentialglei^ung öer Kuroenf^or toirb 

jc' II* 2x 21111' 

erl^alten öur^ (Elimination Don c aus -^+ . _ .^ —1=0 unb ^+7|^^ 

-»-•"(lE^'-iF^ '-l^<'+>^^ - '- 

1 : (1 +1/ — ^ j- Dttt^ (Einfe^en in bie ©leic^^ung ber Kurcenfc^ar ent»^ 

ftel^t (1+]/-^) fe*-xg0') = l. 83.$ubftittttion^ = ^;Diffe- 
rentialgleii^ung f«-Ä»(^')'==4a*; allgemeine £öfung In {i+Vt*-Aa*} 

-±/n(cx);^ieratts^— ^=1 ober ^~c«jc»=r^. ftns beiben 
-^ ^ /'^ 2a* 4a* 2a' 4a' 

(im loefentlic^en ibentif^en) ^lei^nngen folgt für bie (Enoeloppe y*=Aa^x\ 
y*=±2ax; ya>ü Parabeln. Das ameite Derf aljrcn leitet aus ber gegebenen 

©lei&ung noAbieBesie^ung — — 2ff'j^' ab; aus i^r folgt y'=>^' Die 

x aX 

(Einfe^ung biefes tDertes in bie gegebene (bleic^ung fü^rt unmittelbar 3um 
3iel. 84. 3u)eites ©erfahren. ^-i]/-^ = 0; j/-|y^ = 0; 

g' = -4|r«. Durti^ €infe^en: x+-^ — y"'*^' Ä[/=|^(t)gI. Aufgabe 80). 

85. als finguISre £öfung finbet man nac^ ber 3tDeiten ITtet^obe lei^t 

y + »• - 1 = 0. 86. Singulare £öfttng H* = m x + — • 87. ITlon 

halbiere bie le^te (Drbinate ber3ntegraI{un)eJjdX unb jie^e burc^ i^ren 
mittelpunft bie parallele 3ur ßbfsiffenac^jfe. Deren S(^nittpunft mit ber 
3ntegraKur©e ^at bie gefuc^te (Bröfte X ^nx Hbfaiffe. Sür r=6500* er- 
holt man eltoa 2 = 0,6f» (gelb). 89. 5,45 (ultrarot); 4,2 (bgL); 2,45(bgl.)r 

aitti6589: £in5oto, Differentialälci^iingeii 7 
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98 £öfttttgett (91-99) 

2,18 {bgl); 0,82 (rot). 91. Da Me Kutoe für pofitioe x mb y lontao ift 
(y'^x + y; ^''^l + y'^l+x+y),\o laffen fi<!^ na^ htm obigen Per* 
fahren ^mei eittgrenjenöe Kurven jeic^nen. Ha^ Hufgabe 46 ift 5ie qrafte 
COfung y » ke' — x — 1 ; für unfern Hnfangsmert mug ^ « 1 fein. 98. 3ur 
Konftruftion ber Kuroenf^ar y^t^x=»p benu^e man eine S^ablone. €;afte 
£dfung y^{—x-\-k)f?^\k^\ (Cineore Differentialgleichung). 94. Die !on« 

3entrif(4enHreifex'+ y^^ —^ finb in ntSgli^ft glei^^n Hbftftnben ju sieben; 

paffenbelDa^Ioonp! 95.jf = a+&x + cx'f ejc*+- • •;&+2cjc+3ex* 

4-. . . = — 4-5-1- cx-\-ex^+ ' • •, alfo a=0, b=b; c=2c, b.^. c=0; 

« = 3«. b. ^. c = uff.; jr = &*. 96. (b + 2cÄ + 3«x« + 4/'jc« + 5fl'JC* 
+ 6/IX* .) + (a + bx + cx« + «:«' + f^* + (7*'- • •)=^+n* + Ä^* 
+3V+Ä''*+^*** •Ueferta+ö=l;6 + 2c=l;c+3«=^;i?+4/-= 

= 3r; ^+5flf = ^; fl' + 6/i = gp-- •; hieraus ö = l -a; c = -a; « = 

1111 
;;i(l-a);f=;rra;flr=-y(l-a);/i=— a- •. Dur* Sufammenfaffen ent- 

5! 4! ö! 0! 

fpre^enber ©lieber finbetinanj/=a«~"*+$inÄ. €s ift bann auc^ 9=0«""* 

+ ie*-T«""* = (^-T)«'"*+-a «* = **~*+T«'- ^^ be^anble bie 
Huf gäbe au6i al$ lineare (bleicl^ung (S. 27 f.). 97. VHan roürbe finben a » ; 
5 = — 5, 2cs — c, 3^= — e; olle Koeffizienten oerf ^minbem Die ejafte 

Cöfung ift 9»—; fie zeigt, bog unfere Hnna^me, g laffe \iä^ in eine Po* 

tenjrei^eberSornia+ftx+cjc'H entoi(feIn, ^ier f alf <^ ift. 98.i>=b^ 

-^ ■. €siDirb& = (7;c = -^.;^ = +g5_;^ = ^_^^^^ 

ejafte £5fung. 99. 3\tv=^a + bt + ct^ + et* + ft* + hi^, fo ift r * « a* 
+ 2a&^ + (b" + 2ac)f« + (2aß + 2öc)f» + (c' + 2a^+2&c)^* 
tDie fi(^ burc^ Iltultiplif ation ergibt. Hus ber Hnf angsbebingung folg 
aIfoiftVer6+2cH3e^*+4f^»+5/i^*. • .«y-^'-^^'-ti-Ö&i 

manfinbet & = flr; c = 0; ^--^; f=0; Ä = ~?j; »«flf^- 




Cöfungen (100-108) 



99 



nterausöru«! ent^ölt bit erften bliebet btx €ntiDi(flttng von ^g l^- 

100. v=bt+ct* + et''+fi^+hi^+kt''+W; »»=6»^»+3ö«c/*+(3^c» 
+ Zb^e) t'' + (c» + 3&V+ 6bce)i\ Die KocffiäicntcTOergleic^uttg ergibt 

v = gt''^ + ^^^' 101. Die «ntroicHung fü^rt ni<^t jum 3iel, öie 

e|ra!te £öfuTig y = xln {ex) lögt fid^ nii^t öur^ eine poten^rei^e von öer 

Soima + bx + ' • • ÖQxfteKen. 102. g=a+öx+CÄ"+«x«+f**+'«^''; 
yy'^ab + (b^ + 2ac)x+{'5bc+Zae)x* + (^be+2c*+4fa)x''j-{;5bf 

' ' '** '2a 8a" ' 16a* 128 a^ ' 256 a^ 

iDidelt man 6ie ejrafte £öfung y=yx-{-a*, fo ef^SIt man öenfelben Hus» 

X 

btud. Die Hei^e fonoergtert nur, loenn — stoifi^en — 1 unö + 1 liegt. 

103. y'' unb öie folgenöen Hbleitungen oerfi^tDinöen. 104. y''=^a + abx 
+ b*g; y'" = ab + ab^x + b^y; y^y ^ab* + ab^x + b*y u^. Das Cr. 

gebnis lögt fi<^ auf 5ie Sorm 9 = ^^'**— "fc" — p bringen. 105. Die (Ent* 

tDiiflung oerfagt. y^-—- 106. Cnbgültiges Differensenf^ema: 

Vx 



X y y' 

0,0000 1,0000 

0,2 0,1987 0,9801 

0,4 0,3894 0,9211 

0,6 0,5646 0,8254 

0,8 0,7174 0,6966 



- 199 

- 590 

- 957 
-1288 
-1562 



-391 
-367 
-331 
-274 



+ 24 
+ 36 

+ 57 



+ 12 

+ 21 



+ 9 



1,0 0,8414 0,5404 
Die Differensen finb einleiten öer oierten De3imale. 



107. 



x 


1 


1,05 


1,1 


1,2 


1,3 


1,4 


1,5 


1,6 


y 





.0,0466 


0,0869 


0,1535 


0,2066 


0,2497 


0,2862 


0.3173 


»' 


1 


0,8649 


0,7550 


0,5900 


0,4755 


0,3943 


0,3353 


0,2929 



Die Unterfd)ie5e gegen öie ehalten IDerte (Beifpiel 11 ; ^^o = 1) f^^^ M^ ^"' 

n 

merfli<!^. 108. 5ür jc = ^ ^ = 4,8105 tDirb y unenMic^^. 

Anu6 689: £in6oiD, Dlffcrentiolglei^ungen 7* 



p 



m 



^i^:^^,^i''^. 



100 
109. 



Cöfungen (109-115) 



X 


0,5 


0,6 


OJ 


0.9 


1,1 


1,3 


1,5 


1,7 


1.9 


2,1 


y 





0,1799 


0,3228 


0,5427 


0,7139 


0,8524 


0.9735 


1,0776 


1,1732 


1.2574 


y 


2 


1,597 


1,297 


0,9515 


0.763 


0,643 


0,559 


0.497 


0,448 


0,4085 



man ocrgleid^e 6ie 3eid)nung ju Hufgabe 94 unö DerooUftönMge tiefe 

öur<4 eine 3tDeite Itö^erungsfuroe iDte in Beifpiel 27, S. 50. 110. Den 

p 1$ 

Pfeil 6er Biegung, f, finbetman, wenn man jc«/ fefet; f^irci* fUt ^ = 

1 55 ^^ 

10 kgf, /«lOO cm, £ = 2150000 ift /=^cm. a) a«=:10, fl = 3,162; 

J= ^ (5. S. 48) = 8,333 cm*; f « 0,186 cm = 1,86 mm; b) ^ = 10, 



d» 3,568 cm; J 



2,236 cm, J 



12 



64 



= 7,958 cm*; /= 1,95 mm; c) 6 =» 4,472 cm, h = 



4,167; f= 3,72 mm; d) J= 16,67; /•=0,93 mm; 



e) i? = 3,433 cm, r « 2,933 cm; J= - (i?' - r*) = 50,97; f = 0,30 mm. 

111. Da öer (Querfc^nitt im (Blei^getoic^fsjuftanb nid^t feitli<!^ oerf(!^oben 
»erben fann, fo mug bte Summe aller Kraftfomponenten in Richtung ber 

Za<^fe glei(^ HuII fein, al\o j c df^O obtt f ^^==- fndf--0, alfo 
Das ift aber bie Bebingung bafftr, bog bie 92«Koorbinate bes 



Cndf^O. 



S(^tDerpun!t8, b. ^. fein Hbfianb oon ber neutralen Sa\et, oerf^n^inbet 
(3. 40 f.) 112. tf = -ij; birelte Proportionalität. 118. (Sig. 37.) 3n Ä 

Q p 

roirlt ber Huf lagerbrud ^, er erseugt in bem Querf^nitte, ber burc^ x, y 

^ P 1 Px 

gebt, bas Btegungsmoment Af =«— • jc. €s ift alfo ö" = — ^^-x-; y = 



- ^ cy +fejc+fet. Da für jc = au^ jy oerf^winbet, foiftfei =0. Sür 

P/^/x 4ä% ^.- . 
•JV/ ""3 /V* "*-^- 



/ PI* 

Ä=2"*"6ff'=0 fein, alfo ^^^^ßj^y 



A 

7\ 



X 



£ 



16EJ 
PI'' 

-4— 48 £J' 

A in aufgäbe 110. lU.€sfei 



16 mal fo flein roie 




5<8.37. 



q-pco8«t ^ 

sm a / ' 

9 = i4 sin a jc -f P cc 

g'=4acosaJC— pc^' 
g'oerfd^niinbet für igajL-. 






£Sfungen (116-119) 101 

Dtorimttm, tDell g" (= — «• y), negatio. cos a x « , ,; -- ; 

V-A' + p' 
A A» . p« '^ ^^ 



sin ax = ; 9maz = -^== + , ^ = y A*+p^ 

VA*+p^ VA*+p* VA^+p* 

^ y^« + p«-2pgcos«f tlft.p:,,n;q«n,s a) « = 0.0007471 ; g = 
Sinai 

sin (0,0007471 jc) ._ ^« • //* ««/>,,*«* ^ .^i *: ix v»* t 

— Li____i . 0,5 « 6,7 sm (0,0007471 x). (Einheit cm. Utojlnittin 

5er Hbmei^ung erft jenfeits öes Stabenöes. Der tDitifel jtDif^en 5er 5e« 
formierten ITtiftellinie unö 6er ZHc^fe ift gegeben burc^ ig cc^==y' ^ 
6,70,0007471 cos 0,0007471a; x=0, alfo »'«0,005005, «1=0*17' 12",3. 
Der IDinM stoifd^en 6er urfprüngli^en lYttttellinie un6 6er ZHc^^fe ift 

gegeben 6ttr^ tg «, = -5 « 0,005; «, « 0* 17' 11", 3. Die Differenj betrftgt 

olfo nur eine Bogenfefunbe. 5^' Keine IDinlel im Bogenmaß ift igcc^a, 
al\o «1 — o, » 0,005005—0,005 » 0,000005; im (5ra6ma6 ift o^ — «, = 

0,000005 • ^^^ = 0^0002865« 1".03 b) c) ufro.Iiefem ä^nIiti^e(Ergebniffe. 

Irtan unterfuc^e 3ur flbung biefelben Sällz für ftSrfere Belaftungen. 117. 
Keiner 6er tCeiIaus6rü(fe in 6er Sormel für y !ann ttnen6li(^ n>er6en; y 

olfo nur, wtnn sin a / a o ift. Dies tritt für a = un6 a » j ein. 5ür 

« = wlxb ^l" ^ f unbeftimmt ( = ^] ; für fleine XDerte Don « ift ^\ ^^ 
sm al ' \ 0/ ' ' sma/ 

fö— r = -r* 5fl^ «"=0 nimmt alfo—: jbtn 6ren3tDert -r an, 6er niAt 

al l ^ ' sm«/ ^ l ' -~* 

ttnen6Ii^ ift. 5^^^ « = t ^^^^ ober y u)ir!Ii(ä^ unenbliti^. Dann ift 1/ »i = 
y; P=: — -J-' (€ulerf^e Knidformel) €ine unen6Ii<!^e Deformation 
!ann natürli<!^ pra!tif(!^ ni^t eintreten; f^on bei einer eltoas geringeren 
Belaftung loirb 6ie 5orm 6e$ Stabes 6auem6 oerfin6ert, P«— 7^-gibt 

1 1 KJä* 

6ieIritif(^eKnidbcanfpru(^ung an. 118.^P=* =^=353,7 J. a) 2947kg, 

b) 2815 kg, c) 1474 kg, d) 5894 kg (toertlos, 6a 6er Stab fi^on vorder 
'' c) 3ufammen!ni(Ien loirb, e) 18026 kg, alfo 6a$ 6y,fa(^e oon b)! 

k k 

in{ax + akj)=> — Sin ax Cof « Äj + — (Eof « JC Sin « ftj ; » « m Cof a x 

a a 



i Sin a x. Qierfür !ann man (xtx6\ f^reiben y'»m^e^^-\-n^e 



— «*. 



102 üi^mnQtn (120-132) 

120. Af*(Ä-Äl)* = Ä»0•-fl^ ^ijpeibeL 121. C$ mmfe f|/^=|. olfo 

Zy—' TfQM Steigen bantrt ebenfoUmge ote las SoHeiu 123. Sftr — t 
nimmt tp ben entgegengefe^ten IDert mit für -|- ^ an, 5a sin (— a) = — sin a. 

12i. T s xy—' 125. <5ar ni^t, 6ie Penöelf^nnngnngen finö ifoc^ron. 
126. Qat eine Penbeiftange 6ie £dnge l^, eine anöere Me £ftnge l^, fo if t 

^i-^f-V^'.V^. 127. «1/1=1; / = i^ = 0,994m«lm. 128. L = 
/ (1 + «6), wenn 6ie (Eemperaturftnöemng ift. T. ««1/ — 3n einem 
goge «864008 ec ooUffl^rt 5as penöel n = — = — Schwingungen. Tj == 

l//(l + «0) . - lAt;i t m* r lu 8^400 

«i/_i — ! £ 5(1 d^^ „ 1/— bier=l ift, fo ift n= ^ — ^n^ 

86400(l-^ae).DieU4rge^tum43200aeSe!ttn5enna4»,innnfermBeifpieI 

2,6 sec. 129. a = c = 3; / = 2,5 ; L = 3,5, ft = 0; ^= 1,4; hieraus 

9-1,4682; m«-- 1,70276; i|»=0; So = ^^o = fl-^^tg 9=3-3,8923 

— 0,892 (Beseic^nungen nteter). lYtan seic^ne bie Knroe unb ftelle feft, 
ob fie ben gefovberten Bebingungen genfigt. Der Kuroenbogen !ann bur(^ 
Abfteden nä^erungsweife er mittel t werben. 180. a = 1 ; c = 16; 6 == - 7,5 ; 

/ - 3; L = 9. ^^ « V2^ ^ 1,65833; tp = 1,82871 ; m = 1,6405; 
i|) - 1,19896; go = 1,03318; ifc = - 0,9766; n + 0,9766 = 
1,6405 (Cof(^^~^). 181.i,-i,, = mCof^« Sür|=0mu6Tjttnb 
7j' oetfd|winben; ffir {" 6 muft ij = 16 fein, (a) - 1]« = m €of ^; (b) = 
Sin(-^);(c)16-i)e«niCof(^^).atts(b)foIgt£o=0,att$(a)7]o = 

— m, aus (c) 164*'n = ni(Eof — Diefe (blei(^ung liefert 7n = 2,1 144, alfo 

tj + 2,1144 = 2,1144 €of ^—tt (3eid|Ättng). L^mSxn^==^ 17,99 m. 

182. »":(l/l+te')*)'-^- man fefte ö'=z, bann ift az' = (l/rf?)'; 
Trennung ber Dariabeln; 5.« I ^^____ « __-—_. ejieraus 

folgt «- ^ ^^ — , g-go gW^ *«« betreff enben 3ntegral, aflo 

Vfl«-(X-Xo)* 






' ^ ^.^^m 



«.*; 



Cdfungen (133-140) }03 



ds 
dt 



!f - 2/0 = - Vfl' - (* - ^o)'; umgeformt {x -x^y + iy- y^y^ a\ Kreis 

d*s /ds\^ 

mit öem IHittelpunh jc^ , y^ unb öem Habius a. 188. -^ = flf — * ( ^ j ; 

= t>; ^ = flf~fep^;f~^o= r ^'^ » ' 5ürn = l ©irö ^-^o- 
"^ J g-ktr 

^ = öie (Bröße v cerfc^minben, f muft gr — c^® = fein, alfo s — s© = ^ 
+ ^ e" *^ Soll far / = att(^ s = fein, fo muj - «0 = p t«^"- ^«r^ 

Rei^enenttDiÄttiig finöet man bann ^ + -|^ = ^ + ^ (^ — *^ -i — ö ä~ 

+ ^*T-)oöers = ^~^' + ^+-- Sür ft = erhält man 

bie übliche SaHformel. 5ür n = 2 ift 6te Hufgabe fc^on auf S. 18 be^an« 
öelt; bei ^ö^eren U)erten Don n XDXxb öie^e<^nung fc^toierlger. 134. Die 
5eöer loeröe sur XH^fe, il^r lüittelpunft 3um Hnfangspunft bts Koorbi« 

d^x 

natenfiiftems gemä^It. -^ = - k^x. Hac^ Beifpiel 30 ift x = m cos kt 

+ n sin kt 3itr Seit / = möge 6er Hnfangspunft paffiert »erben, bann 
mug m = fein; x = n sin kt n ift ber Betrag ber grögten Entfernung 
Dom Httllpttnft. Ogl. penbelfc^toingungen. 136. ö' = z; 2' = z + e*; 

z=xe*+fe^; y^xe^ + ke'-e'+k^. 136. z^^e^+ke"^*; 0=4-e* 

fe _2 kX* 

"2^ +^' 137.z= — JCCosJC+ÄJc;jf= — cosx— 3Csinx+-2-+^- 
^oQ ^** , d:« 1 dx dv kv j? -r^x 1. « r xtx 

^- -W^dil' 5?="= d7=T= ''=''«'^- ^f* *=-^' ^" *f* 
*-Äi, = i>ota<, fonft iftx-Ä, = ^^<*+«. 3n5ig.38 ift Me BeroegOTg 

fflr oetf^iebene tDerte von k &aige(tellt; 6{e glett^jeilig etreici^ten punfte 
finö 6ut(^ Kutoen (3fo(^ronen) oerbunken. 189. Vi + (»')'': 9" = 

2 9VT+W:9" = U+(9')n:29;ff' = z; j^ = y^'? 1^5= y^ 

= ± 2 ft T/| - 1 ; hieraus 9 - fe = ^*~*''^' - <5Iei<4ung einet Po« 
tttbeL 140. z^ = 2(g + a); dz = (9 + a)d9; 2 = |(9+«)*+z.; 



,•.'=*« I 



;V«'tf 



104 



CSfungen (141-145) 



t'3 



k-1 



^n. 



k--l 




i-S 




1-4 
k--2 



t-l 



k--4 
i-2 



dy !+»«• z 1 + »»' U/ 

^(jc— fei)=arSmy;i/«$lnAt(jc— Äi). 
142. z ^ = z»/n»; -^=-lnydy; 

6ie fonftante Derjögerung (Kroft : ntoffe) ift. Seftt man L^k*c, fo ift ä" = 
-fe«(x + c), olfo ttiii^^^^i^ = -/i«(*+c). na^ BelfpleI30 er^&tt 

man x -|- c = m cos ^^ 4- n sin kt, eine nngeö&ntpfte elaftifc^e Belegung 
nm einen punft, mtlä^tx um 6ie Strebe c Itn!$ Dom Kooröinatenanfangs» 
punft liegt. Unfere Betra(^tung gilt aber nur, nenn \iä^ öie ITlaf fe vom Bxiß 
fangspunü im Sinne btv pofitioen XHc^fe bewegt. £äuft fie umgefe^rt, fo 
ift x" = — k*x -f L, ba bie Reibung ftets öer ocr^anbenen Bewegung ent« 
gegenwirft. Qier ift jc — c = mj cos ^ + n^ sin ^. 115. x + c « m cos k t 
+ n sin Ä<; jc' = ä (- m sin fef + n cos k{). Seftt man bie für ^ = an» 

gegebenen IDerte ein, fo finbet man x + c«=ccosÄ^ + -^sinÄ^; x'« 
- kc sinft/ + i;, cos kt <Bren3tagen(Jc' = 0)fürtgrftf = ^. <Esr 



sinki= 



Vn 



•OBki'^'- 



kc 



,coskt- 



kc 



kc 



Vv.* + kU 



, —\tvx, ober sinÄ/« — 

=-5ürblefeU)erteergibtfl(^Iei(^tx+c=±i^'""' 




£öfttngen (146-151) l&S 

(£in!cr unb testet (5ren3pun!0 3n unfercm SalU ift tgf « 5; ^ = 78* 41' «= 
1,3374 abfolut oöer 1,3734 -^t«- 1,7682 abfolut 3ur Seit- 1,7682 sec 
ht\anb f 1(4 6er Körper in momentaner Hu^e 12.20 cm linfs, jur Seit t— 1 ,3734 
re^ts im abftanbe 8,20. 146. x = - 2 + 2 cos < + 10 sin ^; x* = - 2 sin ^ 
4- 10 cos f. 



t 


- 1,768 


- 1,5 


-1,0 


-0.5 





+ 0,5 


1.0 


1,373 


X 


-12,20 


-11.83 


-9,33 


-5.04 





+ 4,55 


7,50 


+ 8,20 


V 





+ 2,70 


7,09 


9,73 


10 


7,82 


3,72 






Süx 6ie Hüdn>&rtsbeQ>e9un9 red)nen wxt am beften öte 3eit i von ber 
€rrei<4ung bes regten Ru^epunftes on. €s ift :>c = 2 + mj cos f + n^ sin t 
x' =— iHi sin t + Tii cos t Sür ^= 0iftÄ = 8,20;x' « 0, alfo m^ « 6,20; 
«1 = 0. Somit wirb X« 2 + 6,2 cos ^; jc' = — 6,2 sin t 



t 





0.5 


1.0 


1.5 


2 


2,5 


3 


3,142 


Xt 


8,20 


7,44 


5,35 


2.44 


-0,58 


-2,97 


-4,14 


-4,2 


Vx 





-2,97 


-5,22 


-6,18 


-5,64 


-3,71 


-0,88 






Die grögte ausQ)ei(4un9 finbet ftatt (jc' = 0) für ^=0 unb t=Tt. Die 
erfte ift 8,20, bie sweite -4,2 ((brap^if(!^e Darfteilung!) 147. u = of\ 



r(r— l)+2r-2 = 0;ri = l,r, = -2; ii = feiÄ + '-',- 148. g =» jc'; 
r(r-l) + 9r+12 = 0;r^ 4±2; ö = Ts + il- 149. jf^jc'; r(r-l) 



+ ar + 6=0; r«- ^"2^ ±1/(^5-2-^) -b=^p±q. 3ftgnonODer- 

mtbtn,\o\\ty=k^xP+^ + k^xP-^''.2]iqtlt\n,^o{\ty^xHK(^+qlnx) 
+ k^(l- qlnx)] ^xP{A + Blnx).S^rq=-0 ift bies ber genaue IDert. 150. 
Durdj multiplüationunbflbbition erhält man Ö/"2/i-öi"!/)+^i fe'öi - HiV) 



0;g'ffi-iri'ö = «; «'+^^« = 0; -^^-X^dx 



; Inu^ — I Xi 



dx 



d /y\^ u ^ Fg(x) 
d 



FAX); u-.^.(') = F, W; ^(^) =^. = ll^'. D«!,. eine ge. 



le Sunftion non x ift, fo ift ^ (— j eine gegebene 5unItion F, (x) 
' X. Sie enthält eine Q)iinilrli<4e Konftante, bie juerft in F^ auftrat 

= I F, (x) dx^F^ (x); F^(x) ent^&It roegen ber ^insufommenben 3tt« 
ationslonftanteberenawei. y^y^F^ (x) =^5 (x). 151. x'' + At'x«»f(0. 



106 Cöfungen (152-160) 

man erhalt m' cos kt + 11' sin kt=0;- m' sin ki + n' cos ** = ^; 

hieraus m^-~^jjf (0 sin ki di + Ä, n^^J f (t) cos kt dt + B; 

X. 5?J*^/}(0sinM^+^^^f^^ 

152. cafung ber ncrfürjten (Bldt^^ung y==me-^^'+ne^^'', 6cr öoH- 
ftönbigen y^^^+Ae "~®* + B « ""^x 153^ ^s fei a» - 5* = r\ bann ift 
öie Cöfung btt nerfüratcn (Blelt^ung 2/ = me -<'* + ''> * + nß"^^" "'''^*; 

Me 6er oollftgnbigen V ^ j^ti2ah + b^ '^ "^ 

151. Die ^ara!teriftif(!^e (bleid^ung ^at öie Doppelnur^el— a. €ine£dfttng 
5er oerfürsten Differentialgleichung l(tff==e""*** Die anöere »irö 
na^ Beifpiel 38, Sali 3 ober nac^ bem Derfal^ren auf S.78 gefunben; fie 
ift jce""*; allgemeine Cdfung ber oerIür3ten (BIei(^ung y=^me''^^ 
+ nx«"""* Durc^ Oariation ber Konftanten m unb n ergibt fic^ als 



^x 



— ax 



allgemeine £öfung ber unnerfflrsten <5lei(!^ung g= ., . xt i-Ae 

4- ßÄe""^. 155. £öfung ber nerfärsten (bUid^nnq: x = acosl/— ^ 
4- b sinl/— /. Dttr(^ Dariation non a unb b finbet man bie allgemeine 

Cöfung x=:A cosV— t + B sinl/— ^ + , ^^ cos ut (ngl. Bei« 

fpiel 41). im. g = A cosl/~ < + ^ sinl/— ^ + ^ /' , sin u f, 
^ V m r m u* — a* 

VDO a» = -lft. 157. Durc^ €infe^en finbet man ac-^^-b, alfo 

b _ 

c = — — • Seftt man y — yi = z, fo ift 2" + az = 0; z« Acosl/a-x 

+ ß sinj/a • x; y = z 158. Durc^ (Einfe^en finbet man c = — —• 

5ür z = 9 — Vi gilt bie 6leic^ung x*z" + xz' — z = 0. Hac^ Auf« 
gäbe 149 ift bie allgemeine £dfung z = ilx + — , alfo 9 = — 0" ^* 



Von Studienrat Dr. M. LindoTi 
Differentialrechnung — Integralrechnu: 
prakL Anwendungen in d.Technik. Mitzahlr.l 
2 Bände. I: 3. Aufl. Mit 4S r""g- ■"» Text u. 
1919. (ANuG 387.) II: 2. Aufl. Mit 43 Flg. 
1919. (ANuG 673.) Kart, je M. 6.80, geb. je 

f» . . . Der YerfBÖer bit «uyentaadeo, in kun gedi 
Bild Ton dam Wenni der DifferBtllUI- nnd IdUpoli«! 

du Buch betonden für den Pisktiker wettroll wird." 

Differential- und Integralrechnung. V 

der Univ. Frankfurt I. Differentialrechnun) 
Kart M. 8.40. II. Integralrechnung. Mit 25 
technische Leitfäden, 4 u. j.) Kart. M. lo.» 

Der Gogenjl " " ' ~' ■ " ■ 



Lehrbuch der Differential- und Integi 
Wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. FrUk 
Braunschweig, gr.8. I.Bd.: Differentialrechnu 
gedr.Fig., I Samml. V.253 Aufg.u. iFoimeltab. 

geb.M.72.— . II.Bd.; Integralrechnung. 2.U.3. 

■ Samml. v.242Aufg.u.iFormeltab.fIVu. 406; 

Dia Problem de. Unterricht« in den Grandligeii 

Monographien behmdolt, »ndeni bat «uch die Gel 
«entlieh beeinünGt Asch du iDrliegeude Lefarbnch im 

ehrbuch der Differential- und Inti 
bersetzune des Lehrbuches von /. A. St 
!u bearbeitet von Geh. Reg.-Rat Dr. G. 
ocbschule zu Berlin, gr. 8. 1. Band; Difl 
it7oFig. [XVI u. 670 S.) 1915. Geh. M 
tegralrechnung. ö.u.y.Aufl. Mit 108 Fig. p 
ib.M.75.— . III. Band: Diffetentialgleichu] 
u.s.Aufl. Mit64Fig. [XIVU.73SS.] 191 

,»Die rmiche Anfeiunderfalge der Avflagen apHdf 
■ aocb wogen der RifchbaltiEkeit dei StoSei und dei 
d Lernenden ^nfi wilrmate empfolilen werden Ituin." 

ammlung von Aufgaben zur Anwet 

itegraliechnung. Von Geh. Hofrat Dr. j 

sehen Hochschule Darmstadt. I. Teil : . 

:rentialrechnung. Mit 99 Fig. [V u. 202 

'eil : Aufgaben zur Anwendung der Integ 

%%i S.T gr. 8. 1920. (TmL 32.) Geh, 

Buch bcrOcknchtlEt aufter Anwendungen In di 

idere techniache Vorkenntniiie entweder nicht e 
len, lind die ndtigen EiIKuternngeD gegeben. 

'•».g von B. G.Teubner in 

Ptelslndemni vorbi 



